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1 Rappels sur les vecteurs

1.1 Vecteurs et espace vectoriel

Beaucoup de quantités physiques sont de nature vectorielle, c’est-a-dire qu’elles comportent une
grandeur et une direction. C’est le cas de la vitesse, de I'accélération, de la force, des champs
électrique et magnétique, etc. Pour étudier de telles quantités, la notion de vecteur doit étre définie
et une notation appropriée doit étre introduite. C’est ce qui sera fait dans cette section.! Remar-
quons que la notion de vecteur est extrémement pratique, mais non indispendable : la notation
vectorielle n’a été introduite qu’a la fin du XIXe siecle par le physicien américain Josiah Willard
Gibbs (1839/1903) et n’est devenue courante que quelques decennies apres. Auparavant, on devait
écrire explicitement toutes les composantes des quantités vectorielles dans les calculs analytiques.

Il y a deux facons équivalentes d’étudier la notion de vecteur : 'approche géométrique et I’approche
algébrique. L’approche géométrique a l'avantage d’étre plus intuitive et sert de motivation a
I’approche algébrique. Dans l'approche géométrique, un vecteur est une quantité définie dans
I’espace physique a trois dimensions et possédant une grandeur et une direction. Pour caractériser
un vecteur, on doit donc spécifier ces deux aspects, grandeur et direction. Dans ces notes, les
vecteurs seront désignés en caractere gras, par exemple A, B, f, etc. La grandeur du vecteur A
sera désignée par |A| ou, plus simplement, par la lettre A.

Un vecteur A peut étre multiplié par un nombre réel A, opération que I'on note AA. Le résultat
est un vecteur qui a la méme direction que A, mais une grandeur multipliée par A (si A est négatif,
le résultat est dans la direction opposée a A). Un vecteur disparait s’il est multiplié par zéro; plus
précisément, on obtient alors le vecteur nul, noté 0, qu’il faut en principe distinguer du nombre 0
(I'un est un vecteur, 'autre un nombre). Cependant, nous ne distinguerons généralement pas ces
deux objets dans la notation, les deux étant souvent désignés par le symbole 0.

On définit aussi I'addition de deux vecteurs A et B, qu’on note A 4+ B et qui s’obtient par la
regle du parallélogramme. D’apres cette régle, la commutativité A + B = B + A est manifeste.
Signalons que tout vecteur A possede un opposé, noté —A, qui pointe dans la direction opposée
(on dit parfois qu’il pointe dans le méme direction, mais dans le sens opposé).

Dans l'approche algébrique, un vecteur est défini comme un élément d’un espace vectoriel, dont
nous rappelons ici la définition. Un ensemble V possede une structure d’espace vectoriel si les
conditions suivantes sont remplies :

1. Etant donné deux éléments quelconques A et B de V, une opération d’addition est définie et
notée A + B, telle que A + B est aussi un élément de V. Cette opération possede les propriétés
suivantes :

1 Cette section fait office de revision, car les notions qui y sont exposées sont déja familieres a la plupart des
étudiants.
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a) Commutativité: A +B =B + A.

Il existe un élément neutre 0, tel que A +0 = A.

)
b) Associativité: A+ (B+ C) = (A + B) + C.
c)

d) Chaque vecteur A possede un élément opposé, noté —A.

2. Etant donné un élément A de V et un nombre réel A, on peut définir un nouvel élément de V,
noté AA. Cette opération est appelée multiplication par un scalaire, et possede les propriétés
suivantes :

a) Associativité: p(AA) = (u))A.

b) Distributivité sur 'addition des vecteurs : A(A + B) = AA + AB.

c¢) Distributivité sur 'addition des scalaires : (A + p)A = AA + pA.
)

d) Zéro est 1’élément absorbant : 0A = 0. Notez la distinction entre 0 (un nombre réel) et 0
(élément neutre de I’addition dans V).

L’espace euclidien & trois dimensions R?® est le paradigme des espaces vectoriels. Les vecteurs
que nous avons introduits de maniere géométrique plus haut respectent toutes les conditions qui
définissent un espace vectoriel. En fait, la définition ci-haut d’un espace vectoriel se veut une
abstraction des propriétés des vecteurs de l'espace géométrique a trois dimensions, permettant
d’étendre la notion de vecteur a des espaces a plus de trois dimensions. Notons cependant que la
notion de grandeur d’un vecteur n’apparait pas dans la définition générale d’un espace vectoriel.
Elle est introduite comme une condition supplémentaire et définit ce qu’on appelle un espace
vectoriel normé (c’est-a-dire qui posseéde une norme, une définition de la grandeur).

Rappelons justement ce qu’est la dimension d’un espace vectoriel. N vecteurs A, A,, ..., A, sont
qualifiés de linéairement indépendants s’il est impossible de trouver N nombres A\, (i =1,2,...,N)
tels que

(la solution A\; = Ay = -+ = Ay = 0 est exclue). Dans le cas contraire, les N vecteurs sont dits
linéairement dépendants et il est possible d’exprimer 'un d’entre eux comme une combinaison
linéaire de tous les autres. Le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants dans un
espace vectoriel est la dimension de cet espace, noté d. L’espace géométrique habituel est de di-
mension 3, mais on peut étudier des espaces vectoriels de dimension arbitraire, voire de dimension
infinie. Un ensemble de d vecteurs linéairement indépendants forme une base, c¢’est-a-dire que tout
vecteur A peut alors étre exprimé comme une combinaison linéaire de ces vecteurs. Si on note {e;}
(i=1,2,...,d) les vecteurs de base, alors

A=Ae +Ae,+- -+ A¢, (1.1)

et les coefficients A; sont appelés les composantes du vecteur A. Notons que le mot composante
sert aussi parfois a désigner non pas le nombre A;, mais le vecteur A,e;; le contexte aide alors a
distinguer les deux usages. On emploi aussi le mot repére pour désigner une base, ou un systeme

d’axes dans ’espace géométrique.

2 (e pourrait étre aussi un nombre complexe ou, plus généralement, un élément d’un corps commutatif. On
dit alors que V' est un epace vectoriel sur R, sur C, etc.
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1.2 Produit scalaire

On définit généralement le produit scalaire de deux vecteurs dans I’espace, noté A - B, comme le
produit de leurs longueurs fois le cosinus de ’angle entre les deux vecteurs :

A-B = ABcosf (1.2)

A

Le produit scalaire possede les propriétés suivantes, qui se démontrent par géométrie élémentaire :
1. Distributivité: A-(B+C)=A-B+A-C.

2. (AA)-B=A.-(AB)=)A"B.

3. Positivité: A - A > 0. L’égalité ne se produit que si A = 0.

La grandeur |A| d’un vecteur A, aussi appelée la norme de A, est bien sur la racine carrée positive
du produit scalaire de A par lui-méme :

A=|A|=VA A (1.3)

On utilise aussi la notation A?> = A - A. Deux vecteurs A et B sont dits orthogonaux si A -B = 0.
Géométriquement, ces deux vecteurs sont perpendiculaires, puisque le cosinus de ’angle qu’ils
forment est nul.

Etant donnés deux vecteurs A et B, le vecteur B peut étre décomposé en deux parties, B =B, + By,
ou B, est perpendiculaire a A et By lui est parallele. On vérifie que

B A B-A

On appelle aussi BH la projection de B sur le vecteur A.

Dans l'espace géométrique a trois dimensions, on utilise généralement des bases orthonormées,
c’est-a~dire dont les trois vecteurs sont de longueur unité et mutuellement orthogonaux. En relation
avec un systeme d’axes cartésiens, on definit habituellement trois vecteurs X, ¥ et Z qui pointent

respectivement dans la direction des axes z, y et z et qui forment une base orthonormée :3

X k=9 y=2-2=1 X V=9 2=2-%=0 (1.5)

3 On emploie fréquemment la notation i, j, k pour les mémes vecteurs, mais la notation X, §, z est préférable,

car elle se généralise bien au systeémes de coordonnées curvilignes.
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On appelle cette base orthonormée la base cartésienne. Tout vecteur A peut alors étre exprimé
comme suit :

;A N e
. . X |
A=Ax+A3+AzZ ; (1.6)
5 ¥
YWy % !
Ay >

Etant donné que la base est orthonormée, on peut facilement retrouver les composantes par pro-
jection :
A, =A% A=Ay A=Az (1.7)

Le produit scalaire de deux vecteurs A et B s’exprime aisément en fonction de leurs composantes,
en utilisant la distributivité du produit scalaire :

A -B=(Ax+Ay+Az2) (Bx+ B3+ B.2)
=ABX X+ABX-y+ - +ADB2% 2 (1.8)
=A,B,+A,B,+A,B,

Ceci nous permet de calculer I'angle entre deux vecteurs dont on connait les composantes, en
retournant & la définition géométrique du produit scalaire :
A-B

cos/(A,B) = TAIB| (1.9)

Remarquons ici que différents vecteurs en physique ont des unités différentes : la position se mesure
en metres, la vitesse en metres/seconde, etc. La grandeur d’un vecteur possede donc des unités et
il faut prendre garde de combiner (c’est-a-dire comparer ou additionner) par erreur des vecteurs
ayant des unités (ou dimensions) différentes. Les vecteurs orthonormés sont sans unité. Les unités
d’une quantité physique vectorielle A sont donc aussi celles de ses composantes A, A, et A,.

1.3 Produit vectoriel

Rien de ce qui a été exposé jusqu’ici n’est vraiment spécifique a l’espace
géométrique & trois dimensions (R?), en dépit de la notation explicite
utilisée. La généralisation a R" est immédiate, comme ’est la restric-
tion au plan (R?). Il existe cependant un autre produit de vecteurs,
spécifique a R3. 11 s’agit du produit vectoriel, défini géométriquement
comme suit : le produit vectoriel A A B de deux vecteurs est défini
comme un vecteur perpendiculaire a la fois a A et B, dont la grandeur
est

|A AB| = |A||B||sin Z(A, B)] (1.10)

et dont l'orientation est obtenue par la regle de la main droite : en disposant les trois premiers
doigts de la main droite (pouce, index et majeur) pour former trois direction perpendiculaires,
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alors A, B et A AB correspondent (en direction) respectivement au pouce, a 'index et au majeur.
La regle, équivalente, du tire-bouchon, s’exprime ainsi : si on ameéne A vers B par le chemin le plus
court, et qu’on s’imagine visser une vis ou une ampoule dans le méme sens, le sens ou s’enfonce
la vis ou ampoule est celui de A A B. D’autre part, La grandeur |A A B| est égale a 'aire du
parallélograme délimité par les deux vecteurs A et B, tel qu’illustré sur la figure. L’aire du triangle
délimité par ces deux vecteurs est la moitié de celle du parallélogramme, soit $|A A BJ.

Les propriétés du produit vectoriel, démontrables par géométrie élémentaire de l’espace ou
découlant directement de sa définition, sont les suivantes :

1. Antisymétrie: AANB=-BAA
2. Distributivité: AAN(B+C)=AAB+AAC
3. MA)AB=AA(AB)=)AAB.

Une conséquence de 'antisymétrie du produit vectoriel est que A A A = 0, ce qui découle aussi
directement de la définition géométrique du produit vectoriel. D’autre part, si A AB = 0, alors ces
deux vecteurs sont nécessairement colinéaires, c’est-a-dire que B = AA (X est un nombre réel).

Remarquons que les produits vectoriels des vecteurs de base orthonormés sont particulierement
simples :

XAy =2 FAZ=% aAR=9 (1.11)

Le produit vectoriel de deux vecteurs A et B s’exprime aisément en fonction de leurs composantes,
en utilisant la distributivité du produit vectoriel :

AAB=(A%+AF+A2)N(BX+ B3+ B.2)
— A, BRNK+A,BXANG+-+AB2NE (1.12)

Ce résultat peut se mettre sous la forme d’un déterminant formel :*

A, A, A %y 2

AANB=|B, B, B.|=|4, A, A (1.13)
Xy 2z B, B, B,

L’avantage de la formulation algébrique (1.13) du produit vectoriel est qu’elle permet de con-
struire explicitement un vecteur perpendiculaire a deux vecteurs donnés et de calculer I'aire du
parallélogramme délimité par ces deux vecteurs, sans recours direct a la géométrie.

On démontre facilement que le double produit vectoriel peut s’exprimer en fonction du produit
scalaire et de la multiplication par un scalaire :

AA(BAC)=B(A-C)—C(A - B) (1.14)

4 On dit que ce déterminant est formel, parce que ce n’est pas un véritable déterminant (les déterminants

sont des nombres, pas des vecteurs), mais que la maniere de le calculer est la méme.
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Produit triple

On définit aussi le produit triple (ou produit mixte) de trois vecteurs comme A - (B A C). En
combinant les formules (1.8) et (1.13), on voit que le produit triple peut s’exprimer sous la forme
d’un déterminant (véritable, cette fois) :

A-(BAC)=

(1.15)

SES

Il est alors manifeste que le produit triple s’annule si deux des trois
vecteurs sont colinéaires ou, plus généralement, si les trois vecteurs
sont coplanaires (c’est-a-dire si 'un des trois peut s’exprimer comme
combinaison linéaire des deux autres). Le produit triple est manifeste-
ment linéaire dans chacun de ses arguments. D’autre part, comme la

permutation cyclique des rangées d’'un déterminant n’en change pas
la valeur, la méme permutation cyclique de ses facteurs n’affecte pas
le produit triple :

A-(BAC)=B-(CAA)=C-(AAB) (1.16)

L’interprétation géométrique du produit triple est qu’il représente le volume orienté du par-
allélépipede dont les trois arétes sont les vecteurs A, B et C. Le volume orienté est identique
au volume géométrique, sauf qu’il possede un signe (+ ou —) selon lordre des trois vecteurs
qui le délimitent. Dans le cas illustré, le volume orienté est positif, mais il serait négatif si deux
des vecteurs en cause étaient échangés. Cette interprétation géométrique découle immédiatement
de celle du produit vectoriel et du produit scalaire : le volume est ici donné par l'aire du par-
allélogramme formé par deux des trois vecteurs, fois la hauteur i du parallélépidede, qui est égale
a la longueur du troisieme vecteur fois le cosinus de I’angle entre ce vecteur et I’axe perpendiculaire
au deux autres. Ainsi, le volume géométrique du parallélépidede est

V =|AAB|h=|AAB||C||lcosf| = |C- (AAB)|=|A-(BAC),

1.4 Vecteur position

Dans 'espace géométrique a trois dimensions, le vecteur fondamental est le vecteur position d’un
point P, défini par le segment orienté qui part de 'origine et aboutit au point P. Nous utiliserons
la notation r pour désigner le vecteur-position d’un point dans l’espace et, par abus de langage,
nous désignerons souvent un point par son vecteur position. En fonction de la base cartésienne, le
vecteur position d’un point dont les coordonnées cartésiennes sont (z,vy, z) est

r=aX+yy + 2z (1.17)

Le vecteur position d’'un point dépend évidemment du choix de ’origine dans I’espace. Considérons
deux origines différentes, notées O et O’, que nous appelerons respectivement 1’ancienne et la
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nouvelle origine. Si la position de la nouvelle origine O est donnée par le vecteur r; en fonction de
I’ancienne origine, la relation entre I’ancien vecteur position r et le nouveau r’ est la suivante :

r=r'+r, (1.18)

0]

Etant donnés deux points P et P’ dont les vecteurs positions sont r et r’, le vecteur qui part du
point P pour aboutir au point P’ est la différence r' — r. La distance entre les points P et P’ est
alors la norme du vecteur r’ —r :

(1.19)

= V(@ —2)2+{y—y)+(z—2)?

Rappelons que les notions de longueur et de distance sont un caractére fondamental de ’espace
euclidien, mais ne font pas partie de la définition d’un espace vectoriel en général. On dit que R?
possede une structure d’espace normé parce qu’il possede un produit scalaire ayant les propriétés
énumérées ci-haut.

Signalons ici le caractere particulier du vecteur position. La plupart des autres vecteurs utilisés
en physique (vitesse, accélération, force, champ électrique, etc.) sont indépendants du choix de
Porigine. En fait, ces autres vecteurs sont d’une fagon ou 'autre reliés a des différences entre des
vecteurs positions. Par exemple, la vitesse d’une particule est la dérivée de son vecteur position par
rapport au temps et est donc construite en prenant la différence entre deux vecteurs positions a
des instants voisins, par un procédé de limite. Or, si le vecteur position lui-méme dépend du choix
de Vorigine, il est clair d’apres la formule (1.18) que la différence de deux positions prises dans un
méme repere est indépendante de ce choix.

1.5 Changements de base

Il arrive souvent qu’on ait a utiliser deux bases différentes et il est alors nécessaire de savoir
comment exprimer les composantes d’'un vecteur dans une base en fonction des composantes du
meéme vecteur dans une autre base.

L’exemple le plus simple d’un tel changement de base est fourni par une rotation des axes x et y
d’un angle € autour de l'axe z. D’apres la figure (1.1), la relation entre les vecteurs de base apres
et avant la rotation est la suivante :

% = Xcosh+ysinf
§' = —%sinf + §cosb (1.20)
7= z

Un vecteur A quelconque peut s’exprimer soit dans une base, soit dans 'autre :

A=AX+Ay+A2=AR+ Ay +A2 (1.21)
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Figure 1.1. Rotation des axes cartésiens d’'un angle 6 autour de 'axe z.

En substituant dans cette expression la relation (1.20), on trouve
A = (Al cosf — A} sinf)x + (A sinf + A} cos0)§ + A’z (1.22)

il s’ensuit immédiatement que
A, = Al cosf — A sinf
A g " cos
A, = A,sinf + A cosf (1.23)
A=Al

Cette relation peut se mettre sous forme matricielle :

A, cosf —sinf 0 Al
A, | = sinf cosf 0 A, (1.24)
A, 0 o 1) \4

Si on veut maintenant exprimer les composantes primées en fonction des composantes non primées,
il faut inverser cette matrice. Or, on vérifie facilement que l'inverse de cette matrice est obtenu
simplement en inversant le signe de #, ce qui revient a prendre la transposée de la matrice :

A, = A,cos+ A, sind

A, =—A,sinf+ A cosf (1.25)
Al = A,
L’important ici est de réaliser que les composantes d’un vecteur n’ont pas de caractere absolu :
elles dépendent de la base (c’est-a-dire du choix des axes). Cependant, le vecteur A en soi est
une entité indépendante des axes. C’est un des avantages principaux de la notation vectorielle de

nous permettre de manipuler symboliquement des vecteurs sans avoir a spécifier la base utilisée
(ou l'orientation des axes).

Apres cet exemple simple, voyons comment il se généralise a un changement de base quelconque. Considérons

une base de trois vecteurs ej, ey et e3. Les composantes d'un vecteur A sont alors désignées par Ay, Ao et
As:

3
A =Ae| + Ases + Ases = Z Ae; (1.26)
i=1



1. Rappels sur les vecteurs 9

La base B formée des trois vecteurs e; est tout a fait arbitraire. En fait, n’importe quel ensemble de trois
vecteurs linéairement indépendants forme une base convenable en fonction de laquelle tout vecteur peut étre
exprimé. Soit {€], e}, €4} trois autres vecteurs, formant eux-aussi une base, et qui s’expriment ainsi en fonction
de la base B:

e} = Siier + Si2ea + Sizes

ey = Sore1 + Sazes + Sazes (1.27)

/
e3 = S31e1 + S3zer + Syzes

Cette relation s’écrit de maniere plus concise en notation de sommation :
3
/
€, = Z Sijej (1.28)
J=1

Le coefficient S;; est la j¢ composante, dans la base B, du i vecteur eg. Les trois vecteurs {e’l,eé,eg} sont
linéairement indépendants — et donc forment une base de R? — si leur produit triple est non nul, ¢’est-a-dire
si le déterminant

S11 S22 Si3
Sa1 Sz S (1.29)
S31 Sz S33

est non nul. Si S désigne la matrice formée par les coefficients S;; (i est 'indice de rangée et j l'indice de
colonne) alors on écrit cette condition det .S # 0. Appelons alors B’ la base {€], e}, €4}

Un vecteur A se décompose comme suit dans la base B’
3
A = Ale] + Abeh + Ael = Z Ale) (1.30)

1=1

On peut facilement trouver la relation entre les composantes A, (dans la base B') et les composantes A4; (dans
la base B):

3 3 3 3
A=) A=) > AiSije;j =Y Aje; (1.31)
i=1 j=1

i=1 j=1

De I’égalité des deux dernieres lignes composante par composante, on conclut que
3
Aj = ZAZSZJ (1.32)
i=1

En langage matriciel, ceci veut dire que le vecteur-rangée (A;) s’obtient du vecteur-rangée (A;) par multi-
plication vers la gauche par la matrice S. En inversant la matrice S, on peut aussi exprimer les nouvelles
composantes de A en fonctions des anciennes :

A; = ZAJ(Sil)jZ (1.33)
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En général, on travaille avec des bases orthonormées, ce qui est beaucoup plus commode. Si les bases B et B’
sont toutes les deux orthonormées (ce qui est indiqué par accent (7)), ceci implique que

3 3
NN ~ ~
€; - ej = 52‘]‘ = Z Z Siijlek - €

=1 1=1
33 3
=D " SuSud =SSk (1.34)
h=1 1=1 =1
3

Si(Skj = (5835
i

—_

ot S? signifie la transposée de la matrice S et ot d;j est le delta de Kronecker:

1 sii=j
bij = (1.35)
0 sii#j
En notation matricielle, ceci signifie que
SS'=1 ou S 1=4" (1.36)

Autrement dit, la matrice inverse de S est sa transposée. Une telle matrice est qualifiée d’orthogonale. La
relation (1.33) peut alors s’écrire ainsi :

A= "84 (1.37)

Autrement dit, les composantes A} sont reliées aux composantes A; de la méme fagon que les vecteurs
orthonormés &, sont reliés aux &;.

Mentionnons finalement que le produit scalaire a la méme expression dans toutes les bases orthonormées.
Spécifiquement,

3 3 3
AB=3 4B = Y ASiBiSu= Y S
=1 irjk=1 i k=1
(1.38)

3 3
= D AiBioj =y AB;
jk=1 j=1

On dit donc que la forme (1.8) du produit scalaire est un invariant par rapport aux changements de base
orthonormées, c’est-a-dire par rapport aux rotations des axes.

1.6 Bases locales

Lorsqu’on utilise un systéme de coordonnées curvilignes (ou dans les situations ou de telles coor-
données sont utiles) on définit souvent une base qui varie d’un point a un autre. En effet, la plupart
des vecteurs utilisés en physique (ex. la vitesse, 'accélération, la force, le champ électrique, etc.)
sont définis par rapport & un point donné de I’espace et non par rapport a l'origine (I’exception no-
table est le vecteur position). Il est donc possible de décrire ces vecteurs dans une base qui dépend
du point considéré. Plus précisément, on parle ici d’une base orthonormée {&(r), &,(r), é;(r)} dont
chaque vecteur est une fonction de la position et non une constante comme dans un repere cartésien.
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Figure 1.2. Repere local en coordonnées cylindriques.

Coordonnées cylindriques
Le systeme de coordonnées cylindriques est défini de la maniére suivante par rapport au systeme
cartésien :

T = pcosp
y = psinp (1.39)
z=1z

Les coordonnées polaires planes ne sont que la restriction au plan xy des coordonnées cylindriques.
La signification géométrique des coordonnées p et ¢ est indiquée sur la figure (1.2). Notons que
'angle ¢ est positif tel qu’indiqué, mais n’est défini que modulo 27.% La variation de I’angle ¢ est
positive si le segment OP décrit un mouvement antihoraire (vu de haut) et négative dans le cas
contraire.

En coordonnées cylindriques, on associe a chaque point (p, ¢, z) de I'espace trois vecteurs orthonor-
maux P, @ et Z qui sont respectivement perpendiculaires aux surfaces a p constant, ¢ constant et
z constant. Ces vecteurs unité pointent dans la direction ol la coordonnée respective augmente.
La relation entre ces vecteurs unité et la base cartésienne est la suivante :

p= Xcosp+ysing

@ =—%Xsinp+ycosp (1.40)
(Z est bien str le méme dans les deux systémes).
Le vecteur position r s’exprime comme
r = pp+ 2z (1.41)

ou le vecteur p est celui basé au point r. Notons I’exception que constitue le vecteur position en
ce qui regarde les bases locales : le point (p, ¢, z) constitue le point d’arrivée du vecteur position,
alors que pour d’autres vecteurs, comme la vitesse d’'une particule ou son accélération, le point
(p, @, z) est le point d’attache (ou de départ) de ces vecteurs, parce qu'il représente la position de
la particule.

5 A moins d’avis contraire, tous les angles sont indiqués en radians.
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Figure 1.3. Repere local en coordonnées sphériques.

Coordonnées sphériques
Le systeme de coordonnées sphériques est défini de la maniere suivante par rapport au systeme

cartésien :
x =rsinfcosp

y =rsinfsing (1.42)
z=1rcosf
La signification géométrique de ces coordonnées est indiquée sur la figure (1.3). L’angle 6 varie

entre 0 et 7, alors que l'angle ¢ est défini modulo 27, comme en coordonnées cylindriques. On
appelle 6 'angle polaire et ¢ 'angle azimutal. On remarque tout de suite que

2’ +yt 42 =0 (1.43)

En coordonnées sphériques, on définit ici trois vecteurs unité ¢, 0 et @. Le vecteur ¢ est identique
a celui qui est défini en coordonnées cylindriques, mais les vecteurs T et 8 sont en rotation d’un
angle 0 par rapport aux vecteurs p et z des coordonnées cylindriques, de sorte que

= Zcosf+psind
. ) (1.44)
0 = —Zsinf + p cosf
En substituant ’expression de p en fonction de X et §, on arrive a ’expression suivante de la base
locale en coordonnées sphérique, en fonction de la base cartésienne :
= =Xsinfcosp + ysinfsinp + zcos b
6 = Xcosfcosyp+ §cosfsing — zsin (1.45)
@ =—Xsinp+ycosy

Rappelons encore que ces vecteurs pointent dans la direction ou la coordonnée correspondante
augmente. Comme les deux bases {X,¥,z} et {,0,$} sont orthonormées, la relation inverse de



1. Rappels sur les vecteurs 13

(1.45) s’obtient en transposant la matrice formées par les coefficients apparaissant dans (1.45) :

X =sinf cosy T + cosf cosgoé—singogb

sinf sin @ & + cos sinp @ + cos g G (1.46)

y

Z=cosf 1T —sinf @

Dans ce repere sphérique, le vecteur position r s’exprime comme
r =rf (1.47)

o, encore une fois, le vecteur t est celui basé au point r.

Probléeme 1.1

a) A partir de la définition géométrique du produit scalaire, démontrez-en la distributivité : A - (B + C) =
A-B+A.-C

b) A partir de la définition géométrique du produit vectoriel, démontrez-en la distributivité : A A (B + C) =
A ANB + A AC, dans le cas ou A est perpendiculaire a B et a C.

c) Généralisez la preuve de (b) au cas de trois vecteurs A, B, C quelconques.

Probléme 1.2
Soit les vecteurs suivants :

A=x-y B=y-1% C=%+12
a) Calculez la grandeur de ces trois vecteurs et les angles /AB, /AC et /BC.
b) Les vecteurs A, B et C peuvent-ils former une base dans R3?

c) Calculez les vecteurs suivants :

N BAC " CAA . AANB
Af = ———— B =——— Cr=———
A-(BAC) A-(BAC) A-(BAC)
Quels sont les produits scalaires de ces vecteurs avec A, B et C?

d) Quel est le volume du parallélépipede défini par les trois vecteurs {A, B, C}? Quelles sont les aires des
faces de ce parallélépipede?

e) Vérifiez explicitement la relation
ANBAC)=B(A-C)—-C(A-B)

avec les vecteurs donnés ci-haut.

Probléeme 1.3

Expliquer en quoi les quatre expressions vectorielles suivantes sont syntaxiquement fausses, c’est-a-dire vides
de sens:

A
B

a) b) A, =3% c) A+|B d) AABAC
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Probléme 1.4

Plusieurs éléments, a 1’état solide, ont une structure cristalline qu’on
qualifie de cubique a faces centrées (cfc) et qu’on illustre ici. Chaque
point (e) représente un atome. Les atomes sont situés aux sommets du
cube ainsi qu’au centre de chaque face. Ce patron se répete de maniere
périodique dans les trois directions, de sorte qu’un atome situé a un
sommet est en fait un sommet de 8 cubes contigus, et qu'un atome
situé sur une face appartient & deux cubes contigus (un seul cube est
illustré ici). Parmi les 8 sommets et 6 centres, certains ont été désignés
ci-contre par une lettre (A-I et O). On adoptera comme origine le point
O et on utilisera les trois axes cartésiens x, y, z indiqués. On supposera
que la longueur de l'aréte du cube est a. Cet objet géométrique nous
servira de terrain de jeu dans ce qui suit, pour appliquer 'algebre des
vecteurs.

AAAAA

tions des cing points suivants : B, D, E, F, G.

b) Calculez angle 0 entre les segments OB et OD, en utilisant les propriétés du produit scalaire.
c¢) Calculez l'aire du triangle OCD en utilisant les propriétés du produit vectoriel.

d) Démontrez que les trois vecteurs e; = @, ey = OH et e3 = Ol forment une base dans R3 et exprimez en
fonction de ces vecteurs de base la position des points A, F, et D.

e) Considérez les deux plans OBC et OBD. Calculez I’angle entre ces deux plans en calculant I’angle entre
deux vecteurs perpendiculaires a chacun des deux plans, eux-méme construits par produit vectoriel.

Probléeme 1.5

Considérons un tétraedre, c’est-a-dire un polyedre régulier dont toutes les faces
sont des triangles équilatéraux identiques, d’aréte a. Placons 'un des sommets
a Dorigine. Orientons I'une des arétes (OA) le long de l'axe des x et une

autre aréte (OB) dans le plan zy. Utilisons la notation A = OA, B = OB et
c =0C. B
a) Exprimez les vecteurs A, B et C en composantes cartésiennes. Utilisez le

fait que I'angle entre chacun des ces vecteurs est de 60° et qu’ils ont tous une C
longueur a. Les formules (1.42) et (1.44) des notes peuvent étre utiles.

b) Calculez aire de chacune des faces & l’aide du produit vectoriel. 0 A A

c) Calculez le volume du tétraedre (vous devez vous rappeler la formule don-

nant le volume d’un prisme en fonction de sa base et de sa hauteur). Comment ce volume est-il relié au produit
triple des vecteurs?

d) Calculez l'angle entre deux faces du tétracdre (c’est-a-dire l'angle entre deux vecteurs respectivement

perpendiculaires & ces deux faces).

Probléeme 1.6

Considérons un octaedre : un polyedre régulier a 8 faces et 6
sommets. Les six sommets sont désignés par les lettres A & E et
O. Toutes les faces sont des triangles équilatéraux identiques.
Le polygone OACB est un carré. On place 'origine a O et on
oriente les axes z et y le long des segments OA et OB, comme
illustré. Supposons que la longueur d’un coté de I'octagédre est
une constante a. Les vecteurs-position des différents sommets
seront désignés par les symboles A & E (autrement dit, on note

A = OR, etc.)




1. Rappels sur les vecteurs 15

a) Exprimez les vecteurs D et E en fonction des vecteurs uni-

taires X, ¥, Z.

b) Les 3 vecteurs A, B et D forment une base dans R3. Démontrez ce fait et exprimez le vecteur E comme
une combinaison linéaire de ces trois vecteurs de base.

c¢) Calculez la distance entre les points D et E.
d) Calculez laire de I'une des faces de l'octaedre, ainsi que la surface totale de loctaedre, en utilisant le
produit vectoriel.

e) Calculez I'angle entre le triangle ODB et le plan zy, ainsi que 'angle entre le segment OD et le plan zy.
f) Calculez le volume de l'octagdre en vous aidant du produit triple.

g) Supposons maintenant que loctacdre soit déformé par une contraction uniforme des longueurs par un
facteur o < 1 dans la direction z (c’est-a-dire le long du segment ED). Autrement dit, aprés contraction,
Poctaedre n’est plus régulier : il est aplati. Quels sont alors (i) le nouveau volume et (ii) la nouvelle surface
totale de I'octaedre?



2 Mouvement d'un point

La notion de mouvement est indissociable de la notion de temps. Il est bien stir impossible de définir
de maniere satisfaisante ce qu’est le temps, pas plus que 'espace d’ailleurs. Newton considérait le
temps et ’espace comme un cadre absolu, dans lequel se déroulent les événements de ce monde et le
mouvement des objets en particulier. Ainsi, il considérait le temps comme un écoulement invariable
et uniforme, le méme pour tous les observateurs. Le philosophe allemand Emmanuel KANT, auteur
d’un célebre traité sur la connaissance (Critique de la raison pure, 1781), voyait le temps et ’espace
comme des a priori, c’est-a-dire précédant les capacités de raisonner des humains. En fait, il semble
impossible de définir en pratique ce qu’est le temps sans faire référence au mouvement, car tous
les instruments de mesure du temps sont basés sur une forme ou une autre de mouvement. Dans
ce qui suit nous nous contentons de considérer le temps comme une variable continue (notée t) en
fonction de laquelle le mouvement d’un point peut étre exprimé.

2.1 Position dépendant du temps

Le mouvement d’un point dans I’espace peut étre caractérisé mathématiquement par un vecteur
r(t) fonction du temps ¢. Ceci implique la donnée de trois fonctions du temps : une pour chaque
composante du vecteur :

r(t) =z(t)X+yt)y + z(t)z (2.1)

Les exemples qui suivent ne servent qu’a illustrer la notion de vecteur dépendant du temps. Nous
reviendrons plus en détail sur chacun d’entre eux plus loin.

Exemple 1. Le mouvement d’une particule se déplacant en ligne droite avec une vitesse constante
v et une position r; au temps ¢ = 0 s’écrit

z(t) = vt + x, O r,
r(t) =vt+r, ou y(t) = vt +y, / (2.2)

z(t) = vt + 2,

Exemple 2. Le mouvement d’une particule se déplagant avec une accélération a constante, une
vitesse v, et une position r, au temps ¢t = 0 s’écrit r(t) = %alt2 + vgt + 1y, ou

v(t)
z(t) = %agct2 + v, t + a
y(t) = %ayt2 + vg,t + Yy Vo (2.3)
2(t) = $a.t* 4+ vyt + 2
T
O

Exemple 3. Considérons une particule en mouvement circulaire uniforme, sur un cercle de rayon
R, & une vitesse angulaire w (le nombre de tours par seconde, en Hz, est alors w/2m. w est aussi
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une fréquence angulaire, mesurée en rad/s).Si on choisit ’axe des z comme axe de rotation et le
centre du cercle comme origine, alors la position de cette particule en fonction du temps est

r(t) = R(X coswt + ¥ sinwt)

Autrement dit, a 'instant ¢, 'angle que fait le vecteur r avec ’axe des x est ¢ = wt: il augmente
uniformément avec le temps.

Exemple 4. Une particule glisse le long d’un fil de fer enroulé en spirale verticale. Le rayon de la
spirale est R et la distance verticale entre deux enroulements est a. On suppose que la particule se
déplace a vitesse angulaire constante. Le mouvement peut alors étre écrit comme

t
r(t) = R(kcoswt + ysinwt) — (;—a 7 (2.5)
T

On a supposé que la particule est & z = 0 a ¢t = 0 et que la spirale descend dans le sens antihoraire.

2.2 Dérivée d'un vecteur : vitesse et accélération

Considérons un vecteur A(t) fonction du temps (par exemple, la position r(t) ou la vitesse v(t)
d’une particule. On définit la dérivée par rapport au temps de ce vecteur par un processus de
limite :

dA — lim A(t+e)— A(t)
dt  e-0 €
La dérivée d'un vecteur est elle-méme un vecteur. En fonction des composantes cartésiennes A,

A, et A, de A, la dérivée s’exprime simplement :

dA dA, d4, dA,
_ v % G 5 2.7
& - a TaYrta’ 27)
En bref, la dérivée d’un vecteur par rapport au temps se calcule composante par composante en

coordonnées cartésiennes, parce que les vecteurs de base sont constants.

(2.6)

Soit A(t) un scalaire et A(t) et B(t) des vecteurs fonctions du temps. La regle de dérivée d’un
produit s’applique au produit d’un vecteur par un scalaire, ou au produit de deux vecteurs :

d dA dA

—(ANA)=A—+ —A

@M= e T
d dA dB
—(A-B)=— - B+A.-— 2.8
dt( ) dt + dt (2:8)
d dA dB
—(AANB)=—AB+AAN—
dt( AB) dt ABEAN dt

Ces relations se vérifient facilement composante par composante.

La vitesse (ou vecteur-vitesse) d’une particule est simplement définie comme la dérivée par rapport
au temps de sa position :

(oW

=
—~

~
N~—

v(t) = (2.9)
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En fonction des coordonnées cartésiennes (les composantes de r), cette définition est simplement

la suivante :
de . dy. dz,

I TR T (2.10)
=0, X+v,y+v,2

v

La notion de limite par laquelle la vitesse est définie,

(2.11)

démontre clairement que le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire de la particule en mouvement.
En effet, dans la limite ¢ — 0, la différence Ar devient manifestement parallele a la tangente a la
trajectoire.

L’accélération (ou vecteur-accélération) est a son tour définie comme la dérivée par rapport au
temps de la vitesse :

a(t) = (2.12)

En fonction des composantes, ceci devient :

o dvxf‘(_‘_%" N dvzZ
T T A @ (2.13)

=a,X+ay+az

Il faut garder & lesprit que, pour une trajectoire r(t) quelconque, la vitesse v, l'accélération a
et les dérivées d’ordre supérieur sont aussi des fonctions du temps. L'un des apports principaux
du calcul différentiel dans I’histoire des idées est d’avoir justement clarifié la notion de vitesse et
d’accélération. La notion de vitesse ou d’accélération instantanée peut sembler intuitivement claire
de nos jours, mais sa définition précise nécessite la notion de limite et de dérivée. A I’époque de
I'invention du calcul différentiel, la notion de dérivée était étroitement liée a celle de vitesse, sans
nécessairement reposer sur une base mathématique solide. Ce n’est qu’au début du XIX siecle que
les notions de limite et de continuité ont été clairement définies.

Exemple. L’Eq. (2.3) représente une particule en accélération uniforme. On vérifie facilement
que
v(t)=at+v, et a(t)=a=cst. (2.14)

Accélération centripéete

Un apport important de la notion de vecteur est la facilité avec laquelle on concoit une accélération
non nulle méme si la grandeur de la vitesse est constante. Il faut en effet distinguer la dérivée de
la grandeur de la vitesse de la grandeur de I'accélération :

dv
dt

dv

@ (2.15)
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La relation exacte entre les deux est plutot

dv 1 dv? v-a
— _ — 2.16
de¢ 2v dt v ( )

Ainsi, la vitesse peut étre constante en grandeur sans que 'accélération soit nulle : il suffit que
I’accélération soit constamment perpendiculaire a la vitesse, comme dans un mouvement circulaire.
En effet, retournons a ’exemple (2.4) d’une particule en mouvement circulaire uniforme. La vitesse
et Iaccélération s’obtiennent par différentiation :

v(t) = wR(—%Xsinwt + § coswt)
a(t) w?R(% coswt + ¥ sin wt) (2.17)

—r(t)

Notons que la grandeur de r est constante : r> = R?. Il s’ensuit que la vitesse est perpendiculaire
a la position :

d
0= 4.2
dt
_dr dr (2.18)
B TRRRIFT
=2r-v

Comme v? = w?R? est aussi constant, on conclut de méme que la vitesse est perpendiculaire &

I'accélération (v -a = 0), qui est d’ailleurs opposée a la position (a = —w?r). L’accélération dans
ce cas est qualifiée de centripeéte, car elle est dirigée vers le centre du cercle.

2.3 Calcul de la position par intégration

La donnée de la position en fonction du temps, r(t), permet d’en calculer les dérivées (vitesse et
accélération) de maniere immédiate. De méme, la donnée de la vitesse v(t) ou de laccélération
a(t) en fonction du temps permet en principe de remonter a la position r(¢) par un processus
d’intégration. Par exemple, considérons une particule animée d’une accélération constante a. La
vitesse s’obtient alors par une premiere intégration :

v(t) = /a dt = at + v, (2.19)

ol v, est une constante d’intégration, dans ce cas-ci un vecteur constant. Ce vecteur représente en
fait la vitesse de la particule a I'instant ¢ = 0, d’ou la notation utilisée. Techniquement, 'intégrale
que nous venons d’effectuer est constituée de tois intégrales, une pour chaque composante de
Iintégrant, qui est un vecteur. On peut ensuite intégrer la vitesse pour retrouver la position :

r(t) = /(at +vy)dt = sat® + vyt + 1, (2.20)

ol une autre constante d’intégration, r,, a été ajoutée. Cette constante est en fait la position de
la particule au temps t = 0. Notons ici que la vitesse initiale n’a pas nécessairement la méme
direction que l'accélération constante a, de sorte que le mouvement n’est pas rectiligne en général,
mais plutot parabolique. Pour le démontrer, choisissons un systeme d’axes particulier dans lequel
a=az et v, = v,,Z+v,,X (il est toujours possible de choisir les axes z, y, z de la sorte). Choisissons
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aussi la position de 'origine de telle sorte que r, = 0. Avec ces simplifications, la position de la
particule en fonction du temps s’écrit

2(t) = Lat® + vyt
r(t) = 1at® + vyt ou )= 0= (2.21)
x(t) - U(]mt
On peut éliminer le temps de ces équations et exprimer la coordonnée z en fonction de x :
x a v
t=— = 2z=_a'+ 2z (2.22)
Voa 21)030 Voa

z est donc une fonction quadratique de x et la trajectoire de la particule est une parabole, comme
illustré a I'éq. (2.3).

Considérons un autre exemple, celui d’'une particule animée d’une accélération constante en direc-
tion, mais dont la grandeur diminue exponentiellement dans le temps : a(t) = aye "'Z. Ici a, est
une constante égale a la grandeur de 'accélération a t = 0. La vitesse et la position s’obtiennent
facilement :

Q, A

v(t) = aoi/e_wdt =Yz 4+ C

7 (2.23)
Qg vt Ayt /
r(t)=——2 [ e dt+ | Cdt = —Fe "2+ Ct+C

v Y

Cette fois-ci, les constantes d’intégration C et C’ ne coincident pas avec la vitesse et la position
initiales. Pour obtenir la relation précise entre ces vecteurs et v, et r;, il suffit de substituer ¢ =0
dans les équations ci-haut :

ag . ag . /
vg=——2+C rp=—2+C (2.24)
0 v 0 72
On peut donc écrire I'expression suivante de la position en fonction du temps et de la vitesse et de
la position initiales :

a, a
r(t) = —g(eﬂt -1z + <V0 + 02) t+r, (2.25)

v B

2.4 Vitesse et accélération en coordonnées cylindriques

Considérons maintenant un mouvement r(¢), mais exprimé cette fois en fonction du repere local en
coordonnées cylindriques. La position s’exprime alors comme r(t) = p(t)p + z(t)z. Supposons pour
simplifier les choses que z(t) = 0, c.-a-d. que le mouvement se déroule entierement sur le plan zy.
La subtilité ici est que le vecteur unité p dépend de la position et est évalué a r; par conséquent
il dépend du temps parce que la position dépend du temps. On doit donc prendre sa dérivée en
calculant la vitesse :

d, . .. dp
v=2(pp)=pp+pgy (2.26)

(on utilisera la notation (') et (7) pour les dérivées premieres et secondes dans le but d’alléger la
notation; cette notation est exclusivement réservée aux dérivées par rapport au temps).

Calculons dp/dt, de maniere analytique. On sait que p = Xcosp + ysing et que X et ¥ sont
constants. Le calcul est donc simple :
dp

T (—Xsinp + §cosp)p

(2.27)
= ¢
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On peut donc écrire

V= pptppd (2.28)

On calcule de méme que

d¢ d

dito = &(—fcsincp + ¥y cosp)
= —(Xcosp+ ysing)p (2.29)
— P

Ceci permet d’exprimer 'accélération dans le repere cylindrique :
a= L5 .
3 (PP + ppP)
F (2.30)

_..A+.@+..A+..A+ . de
= PP+ Py + PP F pEP+ pp
= [ — 0’| b+ pg +200] @

Cette accélération se décompose donc en composantes radiale (x g) et azimutale (x ¢). Attardons-
nous sur chacun des quatre termes de cette expression :

1. pp est accélération radiale provenant du changement dans le temps de la vitesse radiale.

2. —pp?p est 'accélération centripete. Dans le cas d'une particule en mouvement circulaire uni-
forme, la coordonnée p est constante et la coordonnée ¢ augmente linéairement avec le temps
o(t) = wt. Donc p = 0 et ¢ = w et on retrouve la relation a = —pw?p pour I'accélération
centripete.

3. pp@ est la contribution a l'accélération provenant de la variation dans le temps de la vitesse
angulaire.

4. 2ppp est I'accélération de Coriolis, attribuable a la variation de p lorsque la vitesse angulaire
¢ est non nulle. Nous y reviendrons plus loin en discutant des forces d’inertie.

2.5 Référentiels

Nous avons jusqu’ici considéré des reperes fizes, dont les vecteurs de base ne changent pas avec
le temps. Or, deux reperes peuvent étre en mouvement relatif, soit parce que leurs origines se
déplacent 'une par rapport a I’autre, soit parce que I'orientation relative des deux reperes change
avec le temps. Notons que nous ne pouvons décrire que le mouvement relatif de deux reperes et
non le mouvement absolu d’'un repeére, notion qui n’a pas de sens.

Bien entendu, on peut fort bien utiliser une variété de reperes différents qui ne sont pas en mou-
vement les uns par rapport aux autres. Par exemple, il peut s’agir de deux reperes cartésiens
qui different seulement par le choix de l'origine, ou par 'orientation des axes (pour les fins de
la présente discussion, il est suffisant de se limiter aux reperes cartésiens). On dira que ces deux
reperes appartiennent au méme référentiel, puisqu’ils ne sont pas en mouvement relatif. Au con-
traire, deux reperes cartésiens qui se déplacent a une vitesse constante I'un par rapport a ’autre
n’appartiennent pas au méme référentiel. Notez qu’une quantité comme la vitesse v d’une partic-
ule ne dépend pas du repere utilisé (c.-a-d. de son origine ou de son orientation) pourvu que 1’on



22 2. Mouvement d’un point

Figure 2.1. Deux reperes dont les origines O et O et les axes coincident & t = 0, alors que O’ est
animé d’une vitesse V par rapport a O.

demeure dans le méme référentiel. En contrepartie, la vitesse d’une particule dépend du référentiel
d’observation.

Considérons le cas d’'un repere cartésien R’ qui coincide avec un autre repere R (méme origine
et mémes axes) au temps ¢t = 0, mais dont lorigine O" se déplace & une vitesse constante V par
rapport au repére R. Au temps t, la position r, de l'origine O’ sera Vt. En supposant que la
relation entre les deux reperes puisse s’obtenir simplement de la formule (1.18) avec un vecteur de
translation r, qui dépend du temps, alors la position r’ d’un point tel que décrit dans le repere R’
s’exprimera ainsi en fonction de la position r du méme point dans le repere R:

r'=r—-Vit (2.31)

D’autre part, on suppose tout aussi naturellement que le temps ¢ s’écoule de la méme facon dans
les deux référentiels. Autrement dit, on ne fait pas de distinction entre le temps ¢’ tel qu’il s’écoule
dans le référentiel de R’ et le temps t dans le référentiel de R: ¢ = ¢. En supposant, pour fins
d’illustration, que la vitesse relative V est dirigée selon I'axe des x, (V = V%), alors la relation
entre les coordonnées d’espace et de temps des deux référentiels est la suivante :

! —Vt

/

(2.32)

/

~

- e
[l
SR S IR

Cette relation est la transformation de Galilée. Aussi naturelle qu’elle puisse paraitre, cette trans-
formation n’est pas physiquement correcte. En fait, le temps ne s’écoule pas tout a fait de la méme
fagon dans les deux référentiels et la relation entre les coordonnées spatiales ne peut pas simplement
s’obtenir de la relation (1.18) avec r, = Vt. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 11. La
relation correcte entre les coordonnées cartésiennes de deux référentiels est une question qui ne se
résoud pas seulement par des considérations mathématiques : il s’agit d’une question physique qui
se résoud ultimement par l’expérience. Cependant, la transformation de Galilée (2.32) est adéquate
en pratique, tant que la vitesse V est petite par rapport a la vitesse de la lumiere c.

Transformation de la vitesse et de ’accélération
Soit v = dr/dt la vitesse d’une particule dans le référentiel S et v/ = dr’/dt’ sa vitesse dans le
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référentiel S’. La transformation (2.32) nous permet de relier v a v':

/

V=9
e
d 2.33
:a(r—Vt) (2.33)
d
:d—z—VEV—V

D’autre part, ’'accélération a d’une particule est la méme dans les deux référentiels, car V est une
constante indépendante du temps :

Y
de
d

== (v-V) (2.34)

_dv av _,
T @ a

On dit que l'accélération a est invariante par la transformation de Galilée.

a

Probleme 2.1

Un faisceau de particules possede une densité de A\ particules par unité de longueur et ces particules ont une
vitesse commune v et une masse commune m. Le faisceau pénetre dans une cavité de longueur L dans laquelle
une force uniforme et constante F' confére aux particules une accélération constante. Quelle sera la densité N’
des particules a la sortie de la cavité?

Probléeme 2.2

L’une des extrémités d’un ressort obéissant a la loi de Hooke est fixée a l'origine et I'autre extrémité a une
masse m. Cette masse est libre de se déplacer sans frottement sur un plan (le plan zy). En négligeant la masse
du ressort, on peut montrer que la position de la masse en fonction du temps est

r(t) = Xacoswt + ybsinwt
ol w = /k/m est une fréquence angulaire, k est la constante de rappel du ressort et a, b sont des constantes.
a) Calculez la vitesse v en fonction du temps.

b) Calculez 'accélération a en fonction du temps. Le résultat est-il compatible avec la deuxiéme loi de Newton
F = ma? Notez que F = —kr dans le cas d’'un ressort.

c) L’énergie totale de la masse est

E= %va + %er
Calculez 'énergie F et vérifiez qu’elle ne dépend pas du temps.
d) Le moment cinétique de la masse évalué a l'origine est

L=mrAv

Calculez ce vecteur et vérifiez qu’il ne dépend pas du temps.
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Probléeme 2.3

La position d’une particule en fonction du temps est donnée par I’expression suivante :
r(t) = Rcos(wt) X + Rsin(wt) § — vyt X

ou R, v, et w sont des constantes (R > 0).

a) Tracez approximativement cette courbe sur le plan zy (choisissez une valeur positive de v,).
b) A quel endroit sur cette courbe la vitesse v = |v| de la particule est-elle maximale?

¢) Dans la méme veine, que peut-on dire de I'accélération?

Probleme 2.4

Une planeéte est en orbite circulaire de rayon R et de période 71 autour d’une étoile fixe située a l'origine. Un
satellite est en orbite circulaire de rayon Ra et de période T autour de cette planete. Les orbites sont toutes
dans le plan zy et la planete et le satellite sont sur 'axe des  a t = 0.

a) Ecrivez une expression explicite pour la position r(t) du satellite par rapport a 1’étoile.

b) On définit le moment cinétique d’une particule comme L = mr A v (m est la masse de la particule).

En considérant le satellite comme une particule, calculez son moment cinétique. Comment varie-t-il dans le
temps?

Probléme 2.5

Le mouvement d’une particule est donné par le vecteur position suivant :
r(t) = Re M (coswt X + sinwt §)

On supposera que v < w.

a) Faites un schéma (graphique sommaire) de cette trajectoire sur le plan zy.

b) Calculez le vecteur vitesse v, sa grandeur, ainsi que l’angle entre v et le vecteur position. Cet angle est-il

constant au cours du temps?

c) Calculez l'accélération a de la particule et exprimez-la en fonction de r et de v.
d) Exprimez les vecteurs r et v en fonction des vecteurs unités p et ¢ en coordonnées cylindriques.

e) La trajectoire ci-haut est celle que suivrait une particule soumise & une force de rappel (comme celle d’'un

ressort) toujours dirigée vers lorigine et proportionnelle & la distance r entre la particule et l'origine, plus
une force de résistance opposée a la vitesse et proportionnelle a la grandeur de la vitesse. Démontrez cette
assertion, sachant que F = ma (m est la masse de la particule).

Probleme 2.6

L’accélération d’une particule est donnée par a(t) = —gcoswt §. Sa vitesse initiale (& ¢ = 0) est notée
vp et sa position initiale est 1'origine. Calculez la position r(t) de cette particule en fonction du temps, en
intégrant deux fois l'accélération et en prenant soin d’ajuster les constantes d’intégration pour obtenir les
valeurs initiales correctes de v et r.
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Probléeme 2.7

Un satellite est en orbite circulaire de fréquence w et de rayon r autour de la Terre. Cette orbite n’est pas
équatoriale, mais coupe I’équateur avec un angle £. Plagons 'origine au centre de la Terre; I'axe des z est I’axe
de rotation de la Terre et ’axe des z passe précisément par ce point ou 'orbite du satellite coupe I'équateur,
au temps ¢t = 0.

a) Donnez une expression explicite pour les coordonnées cartésiennes du satellite en fonction du temps. Pour
ce faire, supposez premiérement que ’orbite est équatoriale, trouvez les coordonnées (z,y, z) dans ce cas, puis
appliquez une matrice de rotation d’un angle £ par rapport a I’axe des .

b) Calculez le vecteur-vitesse du satellite en fonction du temps, ainsi que le vecteur-accélération.

c) Donnez la latitude A du satellite en fonction du temps.

Pour représenter la surface terrestre sur un plan, on utilise souvent la projection de Mercator, qui s’obtient
de la maniére suivante : on enroule un cylindre de rayon R autour de la Terre; on trace une droite qui part
du centre de la Terre et qui passe par un point de coordonnées sphériques (p, ) sur la surface de la Terre.
L’intersection de cette droite avec le cylindre est le point représentatif de (p, ) sur le cylindre. Utilisons sur
le cylindre les coordonnées (u,v), qui sont les coordonnées cartésiennes sur le cylindre lorsque celui-ci est
déroulé sur un plan. La relation entre (u,v) et (p, ) est donc

cos 6

u= Ry v=R

sin 6

d) Donnez une expression pour les coordonnées de Mercator du satellite en fonction du temps. Supposez en

outre que la Terre tourne avec une fréquence angulaire € et tracez lallure de la trajectoire (u(t),v(t)) pour
un satellite de période T' = 4 heures (aidez-vous d’un ordinateur).

Probleme 2.8

Une bille de masse m est libre de se déplacer sans frottement le long d’une tige
rigide qui est elle-méme en rotation uniforme sur un plan, avec une vitesse an-
gulaire w. La bille est tenue en place jusqu’a t = 0 a une distance pg de 'origine

(le centre de rotation). A t = 0 elle est relachée et commence alors & s’éloigner
de lorigine O de plus en plus vite.

a) En utilisant les coordonnées cylindriques pour décrire la position de cette

bille et sachant que la force exercée par la tige sur la bille agit toujours per-
pendiculairement & la tige, montrez que p = w?p (notez que accélération a 0
est toujours dans la direction de la force appliquée F).

b) Montrez que la solution a cette équation différentielle satisfaisant aux con-
ditions initiales p(0) = py et p(0) = 0 est

p(t) = pg cosh wt

ou cosh x désigne le cosinus hyperbolique de x.

¢) Montrez que la force exercée par la tige sur la bille est

F = 2mw?pg sinhwt @

En étant réaliste, qu’arrive-t-il, selon vous, si la tige est trop longue? Peut-elle résister?
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Probléeme 2.9

La science grecque de I'époque alexandrine nous a laissé une C
représentation du mouvement des planetes basée sur des '
cercles : c’est le systeme des épicycles et des excentriques,
décrit par Claude Ptolémée dans son ouvrage [’Almageste.
La planete se déplace & vitesse constante (correspondant
a une fréquence angulaire w) le long d’un petit cercle ap-
pelé épicyle. Le centre de ’épicycle n’est pas fixe, mais se
déplace lui-aussi & vitesse constante (fréquence Q) le long
d’un autre cercle appelé déférent. Par exemple, sur la fig-
ure, le déférent est plus grand que 1’épicycle et les points
A & E sont équidistants sur 1’épicyle et séparés par des
temps égaux. Appelons R; et Ry les rayons du déférent et
de I'épicycle, respectivement. Sur la figure, Ro < Rj, mais
il est aussi possible que Ry > Rj; dans ce cas, ’épicycle est
appelé excentrique. At= 0, on supposera que le centre de
Iépicycle est a la position R1X et que la planete fait un an-
gle ¢ avec le centre de 'épicycle et 'axe des x. On suppose
que Q > 0, de sorte que le centre de I’épicycle se déplace
dans le sens antihoraire.

mouvement
direct

déférent

mouvement
A rétrograde

<

a) Exprimez la position r(¢) de la planéte en fonction du

temps et des parametres Ry, R, 2, w et ¢. Indice : 4t =0, on a r(0) = (R; + Racos )X + Rasing §.

b) Calculez la vitesse v(t) de la planete. A quel endroit sur la trajectoire la grandeur de v est-elle maximale?
La réponse dépend-elle du signe de w?

¢) Le moment cinétique orbital de la planete est défini comme L = mrAv, ot m est la masse de la planete. Cal-

culez L(t) dans le cas qui nous occupe. A quelle(s) condition(s) doivent satisfaire les parametres du probleme
pour que L soit constant?

d) On dit que la planete possede un mouvement rétrograde si elle se déplace parfois dans le sens horaire, vue

de la Terre (cf. figure). Comment peut on relier la nature rétrograde ou directe du mouvement de la planéte au
vecteur L? Exprimez une condition que doivent respecter les parametres du probléme pour qu’un mouvement
rétrograde soit possible.

e) Montrez que si w = —Q et ¢ = 0, la trajectoire de la planete est une ellipse centrée a origine.

f) Décrivez le mouvement de la planéte si w = 0. Sous quelle condition un mouvement rétrograde est-il possible
dans ce cas?

Probléeme 2.10

Lors de son jogging matinal, un coureur maintient une vitesse constante v, alors que le vent a une vitesse
u par rapport au sol. En supposant qu’il ait exactement le vent dans le dos, de quel angle doit-il tourner
afin d’avoir le vent exactement de co6té? Dans quelles conditions est-ce possible? Indice : un changement de
référentiel est utile ici, puisque c’est la vitesse du vent par rapport au coureur qui compte.

Probleme 2.11
Dans un référentiel S, une particule est en mouvement circulaire uniforme :
r(t) = R(coswt X + sinwt §)

Observons la méme particule & partir d’un référentiel S’ dont 1'origine se déplace & une vitesse V par rapport
as.

a) Si V = V2, a quoi ressemble la trajectoire de la particule vue de S’? Donnez-en une expression analytique
(r'(t) =) et tracez-la.

b) Reprenez 'exercice, cette fois pour V = —wRX.
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3.1 Importance historique des lois du mouvement

Avant d’énoncer et de commenter les lois du mouvement de Newton, il est bon de souligner leur
importance historique en rappelant rapidement les conceptions anciennes sur les causes du mou-
vement. La pensée de la fin de I’Antiquité et du Moyen age était dominée par 'oeuvre d’Aristote
(—384/ — 322), qui couvre tous les domaines d’étude de la nature, de la logique a la zoologie. Une
part importante de 'oeuvre d’Aristote porte sur le mouvement. Mais Aristote traite du mouvement
comme il traite de la zoologie : par une observation soignée des phénomenes, avec un certain sens
de la classification et, surtout, de maniere essentiellement qualitative. Il distingue trois types de
mouvement : le mouvement naturel, le mouvement violent et le mouvement volontaire.

Le mouvement naturel se produit lorsqu’un objet tend a rejoindre sa place naturelle dans ’ordre
des choses. Les anciens distinguaient généralement quatre éléments : la terre, ’eau, 1’ air et le feu.
A chaque élément on associait une sphere et les spheres des quatre éléments étaient imbriquées les
unes dans les autres dans 'ordre ci-haut, la terre étant la plus intérieure. Au dela de la sphere du
feu s’étendaient les spheres célestes, associées aux différents astres. Ainsi, I'explication qu’Aristote
donne a la chute d’une pierre est que celle-ci tend naturellement a rejoindre la sphere de 1’élément
terre. La méme explication vaut pour I’élévation dans les airs d’une flamme et I’écoulement de
I’eau. D’autre part, Aristote affirme qu’une pierre B, deux fois plus lourde qu’une autre pierre
A, met deux fois moins de temps que A & tomber si on les relache simultanément d’une certaine

hauteur.

Par contre, le mouvement violent est essentiellement artificiel et temporaire. Une charette qu’on
tire subit un mouvement violent. L’état naturel des objets terrestres étant le repos, une force est
nécessaire pour qu’'un objet puisse se déplacer, méme a vitesse constante. On a réalisé assez tot que
ce type d’argument explique assez mal le mouvement d’une fleche qu'un archer décoche : quelle
est donc la force qui fait avancer la fleche dans son vol, alors qu’elle a perdu contact avec la corde
de 'arc? Les aristotéliciens soutiennent que 1’air fendu par la fleche effectue un retour par derriere
et pousse constamment la fleche vers I'avant, jusqu’a ce qu’elle s’arréte et tombe par mouvement
naturel. Certains penseurs médiévaux ont fortement critiqué cette explication, en ajoutant que la
fleche recevait une certaine qualité appelée impetus (élan, en frangais) lors de son lancement et
qu’elle épuisait progressivement cet impetus. La notion d’impetus est proche de notre notion de
quantité de mouvement, mais il lui manque une définition précise, quantitative.

Quant au mouvement volontaire, il est le fruit de la volonté des étres animés : un animal qui se
déplace, essentiellement. On voit & quel point la classification aristotélicienne du mouvement est
superficielle et peu féconde en explications véritables.

Enfin, soulignons que les anciens, suivant Aristote, tracaient une démarcation claire entre la
physique terrestre et la physique céleste : le mouvement naturel des astres était circulaire et uni-
forme, méme si plus d’un cercle était nécessaire pour décrire le mouvement d’'un astre donné.
Les objets célestes étaient réputés incorruptibles et éternels, alors que les objets terrestres (plus
précisément, ceux du monde dit sublunaire) étaient susceptibles de corruption, de changements.

Résumons ainsi les principales caractéristiques de la physique aristotélicienne :

1. La mouvement est décrit de maniere entierement qualitative, sans faire usage des mathématiques.
Ainsi, le mouvement est régi par des principes vagues et non par des lois physique précises.
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2. Le monde sublunaire et le monde céleste sont de natures trés différentes.

3. On distingue le mouvement naturel du mouvement violent. Ce dernier nécéssite 1’exercice d’une
force, sinon 1’objet retourne a sa sphere d’influence et y demeure ensuite au repos.

Galilée a été le premier a contester avec succeés la physique d’Aristote, notamment a I'aide
d’expériences et d’observations, mais aussi en proposant que “le livre de la nature est écrit
en langage mathématique” et donc que les principes du mouvement devraient étre énoncés
mathématiquement. Galilée a le premier décrit correctement le mouvement uniformément accéléré
et la composition du mouvement, en particulier d’'un mouvement parabolique. Cependant, Galilée
ne s’est pas affranchi de I'idée que le mouvement des astres était naturellement circulaire, c’est-a-
dire qu’il n’a pas ressenti le besoin d’une force centripete pour qu’une planete tourne autour du
Soleil. En fait, il considérait le mouvement linéaire comme la limite d’'un mouvement circulaire de
rayon infini.

Le XVlle siecle a vu ’éclosion de la science moderne, dont la mécanique, ’astronomie et le calcul
infinitésimal formaient I’avant-garde. Descartes, malgré ses nombreuses erreurs dans le domaine de
la physique, stimulera beaucoup la réflexion autour du mouvement. Huygens apres lui énoncera
correctement les lois des chocs (collisions). Il faudra cependant attendre Newton pour qu’une
mécanique précise et universelle prenne forme. La mécanique classique repose sur ce qu’on appelle
traditionnellement les trois lois de Newton, énoncées dans l'oeuvre principale de ce dernier, Les
Principes mathématiques de la philosophie naturelle (en latin Philosophie naturalis principia math-
ematica), parue en 1687. Newton attribue & Galilée les deux premiere lois, ce qui est trop généreux
de sa part. La premiere loi a été formulée correctement pour la premiere fois par Descartes. Newton
mérite de se faire reconnaitre les deux autres.

3.2 Premiere loi

Citons Newton pour la premiere loi :

Tout corps persévére dans l’état de repos ou de mouvement uniforme en ligne droite dans lequel
il se trouve, & moins que quelque force n'agisse sur lui, et ne le contraigne & changer d’état.!

Cette loi, telle qu’énoncée, repose sur certaines hypotheses. Premierement, la vitesse d’un objet
dépend du référentiel utilisé pour 'observer. Un objet peut se déplacer a vitesse constante dans
un référentiel et étre accéléré par rapport a un autre référentiel. En fait, on doit considérer la
premiere loi comme une définition, celle d’une classe de référentiels dans lesquels elle s’applique.
Un référentiel est dit inertiel, ou galiléen, si un objet ne subissant aucune influence extérieure se
déplace & une vitesse constante dans ce référentiel. Un objet ne subit aucune influence extérieure,
ou aucune force, s’il est infiniment éloigné des autres objets qui sont la source des forces pouvant
s’exercer sur l'objet considéré. Un tel objet n’existe pas en pratique : il s’agit d’une idéalisation.
Reformulons donc la premiere loi, aussi appelée principe d’inertie, ou principe de Galilée, de la
maniére suivante :

Un objet libre d’influence extérieure se meut a une
vitesse constante dans un référentiel inertiel.

Nous insistons sur le fait que cette premiere loi n’est rien d’autre que la définition d’un référentiel
inertiel.

I Traduction francaise de la marquise de Chastellet, Paris, 1756.
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On peut légitimement se demander s’il est possible en pratique de se trouver dans un référentiel inertiel,
puisqu’aucun objet dans I'univers n’est complétement libre d’influence extérieure et qu’il est donc impossible
de vérifier en pratique si un référentiel est parfaitement inertiel. Il faut ici faire preuve d’un peu d’idéalisation.
La Terre est un référentiel inertiel acceptable pour la plupart des applications pratiques, méme si elle tourne
sur elle-méme. L’effet de cette rotation se fait cependant sentir dans les phénomenes météorologiques, par
Iintermédiaire de forces fictives comme la force centrifuge et la force de Coriolis (cf. chapitre 10). I’accélération
causée par cette rotation est d’environ 0,03 m/ s2 & la surface de la Terre, & comparer & la gravité terrestre
de 9,8 m/s%. Si on désire un meilleur référentiel inertiel, on peut toujours choisir un systeme d’axes centrés
sur la Terre, mais ne tournant pas avec elle, c’est-a-dire fixes par rapport aux étoiles. Mais comme la Terre
tourne autour du Soleil, ce référentiel n’est pas parfaitement inertiel non plus. Cependant, 1'accélération de
la Terre autour du Soleil n’est que de 0,006 m/ s2. Enfin, on peut choisir un systéme d’axes centrés sur le
Soleil. Mais celui-ci tourne autour du centre de notre galaxie, quoique l'accélération correspondante soit tres
petite (de I'ordre de 10719 m/sQ). Ainsi, par une suite d’approximations successives, on peut concevoir une
référentiel inertiel. Ce raisonnement ne peut cependant étre mené sur une échelle trop vaste, car on se heurte
rapidement au probleme de la structure de I’Univers dans son ensemble, probleme qui nécessite une conception
plus subtile de ce que constitue un référentiel et auquel la relativité générale d’Einstein apporte une réponse.

3.3 Deuxieme loi

Citons encore une fois Newton pour la deuxieme loi :

Les changements qui arrivent dans le mouvement sont proportionnels a la force motrice, et se
font dans la ligne droite dans laquelle cette force a été imprimée.

Le langage relativement flou de I’époque a été remplacé de nos jours par ’énoncé suivant, qui
nécessite toutefois quelques explications :

La force totale sur une particule est égale a sa masse
fois son accélération : F = ma.

On exprime souvent cette relation en fonction de la quantité de mouvement (ou impulsion?) p de
la particule :

_dp  dv
M

En dépit de la familiarité de tous avec cette loi, sa signification n’est pas aussi immédiate que ce
que l'on peut croire dans les cours d’introduction a la physique :

F (3.1)

1. Qu’entend-on par force? La force n’est pas définie par la deuxieme loi de Newton, mais par des
lois de force, telle la loi de la gravitation universelle, qui donnent la force ressentie par un objet
en fonction de la distance qui le sépare des autres objets et, dans certains cas, de sa vitesse. Il
est sous-entendu dans la deuxieme loi de Newton que cette influence d’un objet sur un autre
qu’on appelle force prend la forme d’un vecteur.

2. La force qui figure dans la deuxieme loi de Newton est la force totale appliquée sur la particule,
c’est-a-dire la somme vectorielle des forces provenant de tous les objets qui I'influencent. Cette
quantité est aussi appelée résultante des forces. Il est bien évidemment possible qu’'une particule
ait une accélération nulle méme si elle est soumise a de multiples forces, pourvu que la résultante
soit nulle.

2 Le mot impulsion peut avoir deux sens, selon le contexte. Il peut aussi signifier une différence de quantité
de mouvement, une intégrale définie de la force sur le temps, communiquée en un temps fini & un objet.



30 3. Les lois du mouvement

3. Qu’entend-on par masse? On peut considérer que la deuxiéme loi de Newton constitue une
définition de la masse d’un objet (on dit aussi masse inertielle). La masse est une mesure de
I'inertie de 'objet. Plus 1'objet est massif, plus il est difficile de le mettre en mouvement (i.e.,
plus son accélération est petite) avec une force donnée. Cette masse est aussi une mesure de la
quantité de matiere contenue dans 1’objet.

4. Qu’entend-on par accélération? Méme si la notion a été clairement définie au chapitre 2 comme
la dérivée deuxieme de la position, il faut préciser ici ce qu’on entend par la position de 'objet.
Si 'objet est une particule tres petite, voire une particule élémentaire comme un électron, la
notion ne semble pas poser de probleme. Si 'objet est assez gros, ou précisément se trouve la
position de l'objet? Nous verrons plus bas que, pour un objet macroscopique, la position de
I'objet est en fait la position de son centre de masse.

3.4 Troisieme loi

La troisiéme loi de Newton est aussi connue sous le nom de loi d’action-réaction. Citons Newton :

L’action est toujours égale et opposée a la réaction; c’est-a-dire, que les actions de deux corps
l'un sur lautre sont toujours égales, et dans des directions contraires.

En langage moderne, on dirait plutot ceci :

Quand deux objets interagissent, la force Fy, produite
par le premier objet sur le deuxieme est [opposée de
la force ¥4 produite par le deuzieme sur le premier,

Cette loi est tres importante pour que les forces de cohésion a 'intérieur d’'un objet se balancent
mutuellement. Dans le cas contraire, un objet pourrait accélérer spontanément, sans qu’aucune
force extérieure a cet objet ne soit nécessaire (voir plus bas)!

Il est bien important de comprendre que la troisieme loi est un énoncé sur des forces exercées par
des objets différents et ressenties par des objets différents! 1l est crucial, dans I'analyse de tout
probleme de mécanique, de distinguer les forces exercées par un objet des forces exercées sur cet
objet.

La troisieme loi signifie, par exemple, que la force que la Terre exerce sur une personne est égale
et opposée a la force que cette personne exerce sur la Terre. Ceci peut sembler paradoxal ou non
intuitif & premiere vue. Il ne faut cependant pas confondre force et accélération : la masse de
la Terre étant énorme en comparaison de celle d’'un humain, a force égale, son accélération sera
minuscule en comparaison et 1’effet sur son mouvement sera négligeable. 3

La troisieme loi suppose que la force s’exerce d’un objet sur autre de fagon instantanée (action a
distance) et joue un role central dans la conservation de la quantité de mouvement d’un systeme
de particules. Cependant, dans la théorie de la relativité, on ne peut accepter 'idée d’une action
a distance instantanée et il faut abandonner la troisieme loi dans sa forme présente. On suppose
alors que les forces sont transmises par l'intermédiaire de champs (champ électrique, magnétique,

3 Archimede a dit : donnez-moi un point d’appui et je souleverai la Terre. Il se trouve que tout le monde la
“souleve” un peu, méme sans point d’appui. Comme disait Pascal, “toute la mer monte pour une pierre qu’on
y jette...”
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gravitationnel, etc.) et que I'influence se propage a la vitesse de la lumiére. Cependant, la quantité
de mouvement y est toujours conservée, car il faut alors tenir compte de la quantité de mouvement
contenue dans le champ lui-méme. Ainsi, une onde électromagnétique, qui n’est qu’une oscillation
des champs électrique et magnétique, peut transporter de la quantité de mouvement, de ’énergie,
du moment cinétique, etc.

3.5 Centre de masse

Les trois lois de Newton formulées ci-haut s’appliquent au sens strict a des points matériels seule-
ment. Or les objets de la vie courante ne sont en aucun cas des points et il est important de
comprendre comment les lois de Newton peuvent étre formulées pour s’appliquer a des objets
macroscopiques.

Premiérement, nous ferons ’hypothese que tout objet peut étre considéré comme un ensemble de
points matériels, méme si cet ensemble peut contenir un nombre astronomique de points (ex. 10%3).
Apres tout, les particules élémentaires sont physiquement ponctuelles (elles n’ont aucune structure
interne, par définition) et tout objet est ultimement une collection de particules élémentaires.
Dorénavant, ce que nous appellerons un systeme ou un objet sera simplement un ensemble de
particules considérées, elles, comme ponctuelles. Il est bien important de comprendre qu'un systeme
n’occupe pas nécessairement une région bien définie et fixe de ’espace et que sa forme peut changer
avec le temps.*

La quantité qui tient lieu de position & un objet macroscopique est son centre de masse, ou centre
d’inertie, défini comme le vecteur suivant

R ZZ]\il mir’i 1 i (3 2)
m = m.r. .
¢ > m; My, = o

ou r; désigne la position et m; la masse de la ™ particule du systeme (i = 1,2,...,N). M,
désigne la masse totale >, m,. Le centre de masse est donc la position moyenne des particules du
systeme, pondérée par la masse de chaque particule.

La vitesse du centre de masse, notée V_ , s’obtient simplement en calculant la dérivée par rapport

au temps de R

cm?

cm C

dR, 1
V = cm = — . . .
e T T LA (33)

i

De méme, 'accélération A du centre de masse est

cm

dV 1
A = om m.a. 4
cm dt A [tot. § : iy (3 )

4 Par exemple, en appliquant les lois de la mécanique au mouvement d’une fusée, il faut inclure dans le
systeme la fusée elle-méme et le carburant qu’elle contient et qu’elle briile a chaque instant. Dans ce cas, les
gaz s’échappant des moteurs demeurent toujours dans le systéme, méme s’ils ne sont plus contenus dans la
fusée. Autrement dit, aucune particule ne peut entrer ou sortir du systéme étudié sans qu’on ait & modifier
les regles de mécanique que nous allons énoncer.
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Donc la quantité de mouvement (ou impulsion) totale d’un objet s’exprime comme la masse totale
M, fois la vitesse du centre de masse :

N
Ptot. = Zmivi = Mtot.vcm (35)

i=1

D’autre part, si F, est la force nette exercée sur la particule i, alors la dérivée temporelle de

I'impulsion totale est
dP, .. dp,
o =2 @ 2 Fi=Fu (3.6)

i=1 =1

ou par définition F, , est la force totale (ou résultante) exercée sur le systeéme, c’est-a-dire la somme
vectorielle de toutes les forces exercées sur chacune des particules du systeme. La deuxieme loi de
Newton s’applique donc au mouvement du centre de masse, a condition de considérer la résultante
de toutes les forces appliquées :

Mtot.Acm = Ftot. (37)

Une simplification essentielle de la relation (3.7) vient du fait que, dans le calcul de la résultante
F,. . les forces internes au systemes ne contribuent pas : seules comptent les forces exercées par
des objets externes au systeme. La démonstration de ce fait capital repose sur la troisieme loi de
Newton : en somme, les forces internes a ’objet s’annulent par paires en raison de la troisieme loi.
Pour démontrer cette assertion plus en détail, décomposons la force F; s’exercant sur la particule
i en une partie externe F&' exercée par des objets extérieurs au systéme, et une partie interne
Fi" qui est la somme des forces exercées par toutes les autres particules du systeme :

FZ‘ — F;nt. + F?Xt' F;nt' — Z FZJ (38)
J#i
ou F;; est la force exercée par la particule j sur la particule 4 (notez l'ordre des indices). Or, la

troisieme loi de Newton stipule que F,; = —F ;. Donc, dans le calcul de la force totale F, , les
forces internes s’annulent deux a deux :

Ftot. = Z Fz
=21 D Fy+F (3.9)
i J (§#i

)
=D F,;+) F*
oy i

La premiére somme du membre de droite s’annule, car pour chaque paire de particules (i, j), le
terme F,; compense exactement le terme F ;. On peut donc écrire

Fo => F (3.10)

Pour rendre ce calcul plus explicite, considérons le cas de trois particules, numérotées 1,2 et 3. Les
forces agissant sur chacune des trois particules sont

F,=F" +F,+F;
F, =F" +Fy +Fy (3.11)
F; =F§" +F; +Fy,
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En faisant la somme de ces trois forces, on trouve simplement la somme des forces externes, car
les forces internes s’annulent deux a deux : F |, = —F,,, F|3 = —F3, et Fy; = —F,.

Ceci signifie que, pour connaitre le mouvement du centre de masse, il n’est pas nécessaire de
connaitre les détails des forces internes au systéme, mais uniquement les forces externes. Le con-
traire serait étonnant et signifierait, par exemple, qu’un objet peut accélérer spontanément sans
force externe, simplement parce que le bilan des forces internes est non équilibré! En résumé,
laccélération du centre de masse est entierement déterminée par la somme (ou résultante) des
forces externes :

M, A, =F. (forces externes seulement) (3.12)

Ce résultat est parfois appelé le théoreme de la résultante dynamique et constitue 1’équivalent de
la deuxieme loi de Newton pour un objet macroscopique.

L’équivalent de la premiere loi de Newton pour un objet macroscopique est le principe de conser-
vation de la quantité de mouvement : Si un systeme est isolé, c’est-a-dire si les seules forces en
présence sont les forces mutuelles des particules du systeme, alors la force totale s’exercant sur le
systeme est nulle et la quantité de mouvement totale P, du systeme est conservée :

dPtot.

e 0 (systeme isolé) (3.13)

Le centre de masse du systéme se déplace alors a vitesse constante (M, , étant constant), méme si
le mouvement relatif des différentes parties du systeme peut étre tres complexe.

Enfin, la troisieme loi de Newton peut aussi s’appliquer a des objets macroscopiques : si un systeme
1 exerce une force totale F,, sur un systeme 2, alors la force totale exercée par le systeme 2 sur le
systeme 1 (c’est-a-dire par toutes les particules du systéme 2 sur toutes les particules du systéme
1) en est 'opposée :

Fpp=—Fy (3.14)

Cela se démontre tres facilement.

La notion de centre de masse et le fait que seules les forces externes déterminent son mouvement,
nous permettent souvent de considérer comme ponctuels des objets qui ne sont pas des points : si
un tel objet n’est pas trop grand par rapport aux distances qui le séparent des autres objets qui
exercent une force sur lui, alors la force totale F, , se calcule facilement, car les données nécessaires
pour calculer chacune des contribution F$" (c’est-a-dire les distances avec les objets externes de
chacune des particules qui composent l'objet) sont a peu pres toutes les mémes. On considere
alors que la ‘position’ de I'objet est celle de son centre de masse et que la force totale s’exercant
sur cet objet ne dépend que de la position (et peut-étre de la vitesse) de son centre de masse.
L’objet se comporte alors comme une particule ponctuelle en ce qui a trait a son mouvement de
translation (c’est-a-dire au mouvement de son centre de masse). D’autre part, si I'objet est rigide,
mais sans étre nécessairement petit, et qu'une contrainte le maintient toujours dans la méme
orientation (aucun mouvement de rotation), alors seul un mouvement de translation de son centre
de masse est possible et on peut facilement lui appliquer la relation (3.12). Nous avons en téte ici
d’innombrables situations idéalisées ou des blocs de matiere glissent sur des plans inclinés, sont
tirés par des cordes ou sont poussés par des ressorts, dans le seul but de permettre aux étudiants
de se familiariser avec 'application de la formule (3.12) et, plus important, des concepts qui la
précedent.
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3.6 Force gravitationnelle

La loi de la gravitation universelle de Newton s’exprime comme suit : la force d’attraction gravita-
tionnelle entre deux objets de masses m; et m, varie en raison inverse du carré de la distance r entre
les deux objets, elle est dirigée suivant le vecteur qui relie les deux objets et est proportionnelle au
produit des masses des deux objets. On écrit

12

ol

F,: force exercée surl’objet 1 parl’objet 2.

my, My: masse des objets 1 et 2.

r1: distance entre les objets 1 et 2.

')5: vecteur unité dirigé de l'objet 2 vers 'objet 1.

G: constante de Cavendish (6,6726(8) x 10~ Nm?/kg?).

Sir; et ry sont les positions des deux objets, on définit la position relative r;, = r; —r, et alors
719 = |ryo| €t F19 = 1r15/75. On peut aussi écrire la force F,, comme

(ry —ry) (3.16)

m,m
F.=_-Gg—172
2 vy — 153

v B , . isé
Notons que, dans ce cas, le vecteur r; — r, n’étant pas unitaire, on a divisé par un facteur
supplémentaire de |r; — ry| pour compenser.

La loi de la gravitation universelle a été établie par Newton a la suite d’une chaine de raisonnement assez
intéressante :

Premierement, Newton s’est apergu, vers 1680, que la deuxieme loi de Kepler (loi des aires) n’est respectée
que si la force d’attraction du Soleil sur une planéte est dirigée en ligne droite vers le Soleil (force centrale).

Deuxiemement, Newton est familier avec ’observation empirique que tous les objets terrestres subissent la
méme accélération vers le sol, quelque soit leur masse, quand on fait abstraction de la résistance de l’air.
Cette observation, parainée par Galilée, implique que la force gravitationnelle s’exergant sur un objet est
proportionnelle & la masse de cet objet, de sorte que 'accélération correspondante est indépendante de la
masse. On peut donc écrire (en grandeur) F' o< mq, ot m1 est la masse de Uobjet 1, subissant la force exercée
par 'objet 2.

Troisiemement, d’apres la loi d’action-réaction, cette force doit étre égale et opposée a la force exercée par
Pobjet 1 sur 'objet 2. Donc il faut que F' = mima f(r), ot f(r) est une fonction de la distance entre les deux
objets.

Quatriemement, pour trouver cette fonction f(r), Newton applique la troisieme loi de Kepler au mouvement
circulaire (hypothétique) d’une planete. Cette troisieme loi, découverte de maniere empirique par Kepler,
stipule que le rapport entre le carré de la période et le cube du rayon de Porbite (72/r3) est le méme pour
toutes les plandtes, ou encore T2 = Cr?, C' étant la méme constante pour toutes les planétes. Newton sait
que accélération centripéte sur un cercle est donnée par v2 /7. En substituant v = 27r/T" et en posant que
la force centripete est égale a la force d’attraction gravitationnelle, on trouve

(3.17)

Donc la fonction f(r) est proportionnelle & 1/r? (la masse ms est en fait contenue dans la constante C'). On
éerit donc f(r) = G/r?, ott G est une constante universelle. Cette constante a été mesurée pour la premicre
fois par H. Cavendish a I’aide d’une balance a torsion, en 1771. Cette mesure lui a permis de calculer la masse
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de la Terre (et du Soleil) a partir de la valeur de g mesurée a la surface de la Terre. Encore aujourd’hui, la
constante G est la constante physique fondamentale qui est connue avec le moins de précision.

La loi de la gravitation universelle obéit au principe de superposition : la force de gravitation
agissant sur une particule et causée par plusieurs autres particules est la somme vectorielle des
forces exercées par chacune des particules prises séparément. Soit N particules de masses m;
(i =1,2,...,N) situées aux positions r;. La force F qu’elles exercent sur une particule de masse
m située au point r est

GZ |r_r |3 —r,) (3.18)

On définit le champ gravitationnel g(r) au point r comme la force gravitationnelle exercée a ce
point sur une masse infinitésimale® m, divisée par m:

GZ ‘r_r ‘3 —r) (3.19)

Remarques :

1. Si une particule de masse m est située au point r, alors la force gravitationnelle qu’elle subit
est F = mg(r).

2. En général, on appelle champ toute fonction qui dépend de la position. En particulier, un champ
vectoriel est un vecteur qu’on associe a chaque point de I'espace.

3. Le champ gravitationnel a les unités de I'accélération.

4. Le champ gravitationnel existe méme aux endroits oll aucune particule n’est présente pour subir
son influence.

5. Les particules qui causent le champ gravitationnel sont appelées les sources du champ.

6. Le champ gravitationnel & la surface de la Terre pointe a peu pres vers le centre de la Terre et sa
grandeur se situe entre 9,78 m/s? et 9,83 m/s? selon les endroits (plus fort aux poles, plus faible
vers I’équateur). Ces variations sont attribuables a la forme légérement aplatie de la Terre, mais
aussi a effet de la force centrifuge associée a la rotation de la Terre, un effet qui n’est pas
strictement gravitationnel. C’est pourquoi on parle alors plutét du champ de pesanteur.

7. La masse qui figure dans la loi de la gravitation est parfois appelée masse gravitationnelle,
mais elle coincide avec la masse figurant dans la deuxieme loi de Newton. Ceci est a la base du
principe d’équivalence, discuté au chapitre 10.

8. Le principe de superposition n’est pas strictement exact. D’apres la théorie de la relativité
générale, qui est la théorie moderne de la gravitation, ce principe n’est valable qu’approximati-
vement, si les sources du champ ne sont pas trop denses, ce qui est le cas des objets as-
tronomiques usuels (un trou noir est un exemple du contraire).

5 7’ o, . 7’ . . . . .
? Dans cette définition opérationnelle, on demande que la masse soit infinitésimale pour que son effet sur les
autres masses soit négligeable.
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Forces gravitationnelles et objets non ponctuels

La loi de gravitation telle que formulée en (3.15) n’est valable que pour un objet ponctuel. Or,
elle décrit assez bien la force que la Terre exerce sur la Lune, et la Terre est loin d’étre un objet
ponctuel pour un observateur situé sur la Lune, encore moins pour un satellite artificiel! La raison
en est que la force gravitationnelle exercée par un objet possédant une symétrie sphérique est la
méme a l'extérieur de 'objet que si toute la masse de I'objet était concentrée en son centre. Ainsi,
si on place I'origine au centre de I'objet (e.g., au centre de la Terre®), alors le champ gravitationnel
causé par cet objet est

g(r) = —G%f‘ (3.20)

ou M est la masse totale de l'objet contenue a lintérieur d’une sphere de rayon r. Nous
démontrerons ce théoreme a la section 6.3.

La contrepartie de cette affirmation est que la force totale exercée par le champ gravitationnel
émanant d’'un objet quelconque sur un objet sphérique est la méme que si toute la masse de
I'objet sur lequel s’exerce la force était concentrée en son centre. Ainsi, non seulement le champ
gravitationnel de la Terre est celui que la masse de la Terre exercerait si toute sa masse était en
son centre (en négligeant la non sphéricité de la Terre) mais la force gravitationnelle ainsi exercée
sur la Lune est la méme que si toute la masse de la Lune était concentrée au centre de la Lune (en
négligeant aussi la non sphéricité de la Lune).

Si I'objet qui subit la force n’est pas sphérique, les choses se compliquent, sauf si le champ gravi-
tationnel g est uniforme. Dans ce dernier cas, la force externe totale sur le systeme est

Fi. = Zmig(ri> = gzmi = M8 (3.21)

et est identique a la force exercée sur un objet ponctuel de masse M, . Ainsi, lorsqu’un objet est
lancé dans les airs, son centre de masse décrit une trajectoire parabolique (si on néglige la résistance
de lair) méme si les différentes parties de I'objet peuvent avoir des mouvements de rotation, de
vibration, etc., par rapport au centre de masse.

Un cas plus subtil est celui du systéeme Terre-Lune, sous l'influence du Soleil. Soit r; et r, les
positions respectives de la Terre et de la Lune, le Soleil étant fixe a 1’origine. Nous considérons
ici la Terre et la Lune comme des objets individuellement ponctuels et nous nous intéressons au
systeme formé de la Terre et de la Lune. La force totale exercée par le Soleil sur ce systeme est

Ftot. = _GMs ml;l - GMS Tn23r2 (322)
1 T

ou M, est la masse du Soleil, m, la masse de la Terre et m, la masse de la Lune. Comme la distance
Terre-Lune est petite en comparaison de la distance Terre-Soleil, on peut supposer, en premiere
approximation, que

(3.23)

ou R, est la position du centre de masse Terre-Lune par rapport au Soleil. La force totale devient

r=r,= R(‘,m

RCIH
Ft‘Ot‘ ~ _GMS(ml + mQ) |R |3 (324)

Dans cette approximation, la force totale se calcule comme si le systeme Terre-Lune était concentré
en son centre de masse, avec une masse gravitationnelle m, + m,. Alors le centre de masse Terre-
Lune décrit une orbite elliptique autour du Soleil, comme nous le démontrerons a la section 8.3. La

6 Bien siir, la Terre n’est qu’approximativement sphérique. C’est plutot un ellipsoide aplati.
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Terre et la Lune (plus précisément, leurs centres de masse respectifs) sont aussi en orbites elliptiques
autour du centre de masse Terre-Lune. Le mouvement de la Lune est alors la composition de deux
ellipses et a une apparence compliquée par rapport au Soleil.

Cependant, tout ceci n’est qu'une approximation! En réalité, la force totale n’est pas exactement
proportionnelle & R, /|R.,,|* et la trajectoire du centre de masse Terre-Lune n’est pas exactement
elliptique. En général, la force totale s’exercant sur un systéme n’est pas fonction uniquement de
la position (et de la vitesse) de son centre de masse, mais dépend des positions de chacune des
parties du systeme.

3.7 Forces électromagnétiques

Force électrique

Il ne s’agit pas ici de discuter en détail de sujets qui sont converts dans les cours d’électromagné-
tisme. Rappelons simplement que la force électrique entre deux particules de charges électriques ¢,
et g, situées respectivement a des positions r; et r, est

Fi,=hk— 22 _(p 1) (3.25)
) — 1y
ol k est la constante de Coulomb (8,99 x 10° Nm?/C?). La similitude de cette formule avec la loi
de gravitation (3.16) est frappante. La différence essentielle est que la charge électrique peut étre
négative aussi bien que positive, de sorte que deux charges de signes opposés s’attirent et deux
charges de méme signe se repoussent.

La force électrique obéit aussi au principe de superposition. On définit aussi un champ électrique
comme étant la force exercée sur une charge test, divisée par cette charge. En fonction de N charges
g; situées aux points r;, on peut donc écrire I’expression suivante pour le champ électrique :

E(r) =k Z Lp(r _— (3.26)

La force ressentie par une charge ¢ a la position r est alors

F = ¢E(r) (3.27)

Force magnétique

Les particules chargées exercent aussi entre elles une force qui dépend de la vitesse et non seulement
de la position. Cette force dite magnétique est beaucoup plus faible que la force électrique si on
considere seulement deux charges électriques en interaction mutuelle. Cependant, il est possible de
mettre un tres grand nombre de charges électriques en mouvement sans nécessairement dégager une
charge électrique nette : il s’agit de courants électriques dans les conducteurs. La force magnétique
exercée par un courant macroscopique est alors non négligeable.

On ne décrit pas la force magnétique en précisant la force qu’une seule charge exerce sur une seule
autre. Cela serait tres compliqué, surtout quand les charges se déplacent rapidement. On décrit
plutot cette force a 'aide d’un champ magnétique B. Sans se préoccuper de savoir précisément
comment le champ magnétique est produit par ses sources (c’est une question qui regarde le cours
d’électromagnétisme), contentons-nous d’écrire la force ressentie par une particule de charge g et de
vitesse v en présence d’un champ magnétique B(r). Cette force porte le nom de force de Lorentz:

F=qvAB (3.28)
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Probleme 3.1

Un muletier, & qui on a expliqué la troisieme loi de Newton, n’arrive pas a y croire : “si mon mulet tire ma
charrette avec une force F', cela signifie que ma charette tire mon mulet avec une force égale et opposée. Com-
ment ma charette peut-elle avancer si les deux forces se compensent exactement?” Expliquez-lui clairement
d’ou vient sa confusion et comment la résoudre.

Probléeme 3.2

On met sur une balance une cage dans laquelle un oiseau se tient sur un perchoir. Soudainement, I’oiseau se met
a voler dans sa cage. La mesure de la balance change-t-elle? On refait ’expérience avec un aquarium contenant
un poisson rouge. La mesure change-t-elle lorsque le poisson repose au fond de 'aquarium? Expliquez.

Probléeme 3.3

Considérez un systéme S; contenant N1 particules de masses m;, & des positions r; (i = 1,..., N7). La masse
totale de ce systeme est M7 et la position de son centre de masse est Rj. Considérez ensuite un autre systéme
contenant Ny particules de masses m;, & des positions r; (¢ = Ny + 1,...,N; + N). La masse totale de ce
systeme est Mo et la position de son centre de masse est Ro. Démontrez que le centre de masse du systeme
total S7 U Sy est

MiR; + MaRo

R =
cm M + Mo,

Autrement dit, le centre de masse associé & I'union de deux ensembles de particules est simplement donné par
le centre de masse des deux ensembles comme si chacun d’entre eux était remplacé par son propre centre de
masse.

Probléeme 3.4

Un objet de densité uniforme p a la forme d'un demi-disque de rayon R et
d’épaisseur €. Le centre de masse est évidemment situé le long de la ligne Yy
médiane, tel qu’indiqué sur la figure par le point, mais a quelle hauteur a?
Pour répondre a cette question, découpez I'objet en languettes horizontales de dy
largeur dy et trouvez le centre de masse de I’ensemble de ces languettes.

Probléeme 3.5

Un hémisphere de rayon R, de densité homogene, est posé a plat sur le sol. Calculez la position de son
centre de masse. Supposez que ’axe de I’hémisphere coincide avec ’axe des z et que le plan sur lequel repose
I’hémisphere coincide avec le plan z = 0.

Probléeme 3.6

Deux particules de masses m et M sont en orbite circulaire I'une par rapport a ’autre en raison d’une force
d’attraction mutuelle de grandeur F'. Elles sont séparées par une distance R constante et la fréquence angulaire

de l'orbite est w. Démontrez que
F /1 1
R=—|(—+—
w? (m + M)
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Probléeme 3.7

On pose un sablier sur une balance tres précise. Y a-t-il une variation du poids mesuré du sablier entre
le moment ou le sable s’écoule et le moment ou il est completement dans la partie inférieure du sablier?
Expliquez.

Probléeme 3.8

Considérez trois corps ponctuels de masses m; (i = 1,2,3) situés aux sommets d’un triangle équilatéral de
cOté d. Les trois objets exercent les uns sur les autres une force gravitationnelle.

a) Si on place lorigine au centre de masse des trois objets (cercle blanc sur la figure), montrez que la force

F; totale exercée sur 'objet no ¢ est
Gm; My, r

s
ou r; est le vecteur position de I’objet no i et Mior. = mq + ma + m3 est la masse totale des trois objets. Vous
devez utiliser le fait que l'origine est au centre de masse.

F, = —

b) Montrez que, dans ces conditions, il est concevable que les trois objets suivent une trajectoire circulaire,

tout en gardant intact le triangle qu’ils forment. Exprimez la fréquence angulaire w de ce mouvement circulaire
en fonction de M., G et d seulement.

c) Ou intervient le fait que les trois objets doivent étre placés aux sommets d’un triangle équilatéral? Pourrait-
on avoir un phénomene similaire avec quatre objets situés aux sommets d’un carré?

d) Selon vous, peut-on répéter 1’exercice en considérant non pas un triangle équilatéral, mais quatre objets

situés aux sommets d’un tétraedre? Une solution ou les quatre objets sont en orbite circulaire est-elle possible
dans ce cas?
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Les progres de la physique sont marqués par une réduction dans le nombre des lois fondamentales
et par une compréhension de phénomenes de plus en plus complexes en fonction de ces lois fon-
damentales. Au cours du XXe siecle, on est arrivé a une compréhension du monde microscopique
basée sur l'existence de quatre forces dites fondamentales : (i) la force de gravité, (ii) la force
électromagnétique, (iii) la force nucléaire forte et (iv) la force nucléaire faible. Les deux premieres
ont été sommairement décrites au chapitre précédent. Les deux dernieres se manifestent a des
échelles si petites qu'une description classique des phénomenes en jeu est tout a fait inadéquate :
la mécanique quantique est alors indispensable. Comme la mécanique quantique n’est pas formulée
a l'aide de la notion de force mais plutot a I'aide du concept d’énergie, il est plus juste de parler
d’interactions forte et faible dans ce cas. De toute fagon, ces deux types d’interactions sont hors
de portée de la mécanique classique.! Encore aujourd’hui, un grand nombre de physiciens tentent
toujours d’élaborer une théorie unifiée de toutes les forces fondamentales, mais a ce jour une telle
théorie n’a pu étre achevée au point d’étre confirmée par ’expérience.

La force de gravité est la seule qui se manifeste de maniere simple a notre échelle et c¢’est aussi
la plus faible de toutes. Mais, parce qu’elle est strictement additive, elle prend de plus en plus
d’importance a mesure que des objets petits sont assemblés pour former des objets plus grands, et
elle finit par devenir la force dominante de I’Univers.

Les forces électromagnétiques sont les plus importantes, car elles sont a l'origine de la structure
atomique, de la liaison chimique, des forces intermoléculaires, etc. Bref, les forces électromagnétiques
sont a la base des forces macroscopiques. Cependant, vu I'imposante chaine de complexité qui part
de I’électron pour aboutir & un objet ordinaire, il est illusoire de vouloir décrire précisément les
forces macroscopiques en fonction des forces électromagnétiques élémentaires. On adopte plutot
une attitude phénoménologique, qui permet d’étudier les forces macroscopiques sans se soucier de
leur origine précise. C’est ce qui sera fait dans cette section.

4.1 Forces élastiques ou de cohésion

Loi de Hooke

Les objets solides 1égerement déformés par une action extérieure exercent une force de réaction sur
l'agent qui les déforme. En premiere approximation, la force de réaction est proportionnelle a la
déformation imposée. L’exemple le plus courant est celui d’un ressort en spirale dont la longueur
d’équilibre est ¢,. Si ce ressort est comprimé d’une longueur A/, il exerce une force proportionnelle
a Al (en premiere approximation) dans la direction contraire & la compression; de méme, s’il est
étiré d’une longueur A/, il exerce la méme force, mais dans la direction opposée. Si & désigne le
vecteur unité dans la direction du ressort (& partir de son point d’attache) et ¢ est la longueur du
ressort apres déformation, la force exercée par le ressort est

Lo é

1 Sauf bien entendu pour des considérations indépendantes du détail des forces, comme dans les phénomenes
de collisions.
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La dépendance linéaire de la force dans le déformation est appelée loi de Hooke. La constante k
est simplement appelée “constante élastique” ou “constante du ressort”.

Remarquons cependant que la valeur de k ne dépend pas que de la composition du ressort, mais aussi de sa
longueur! En effet, si un ressort de constante k est coupé en deux parties égales, chacune des deux parties aura
une constante élastique deux fois plus grande. Pour voir ceci, imaginons justement qu'un ressort comprimé
d’une longueur A/ est en fait la juxtaposition de deux ressorts identiques, chacun comprimé d’une longueur
%Aé. Comme chacun des ressort exerce a l'une ou lautre de ses extrémités la méme force que le ressort
original (qui peut dire, & Pextrémité du deuxiéme ressort, si la force qu’il exerce est la sienne propre ou celle
du ressort entier? la distinction n’a pas de sens), la constante & du demi-ressort est donc telle que

EAL=FK(3A0) = K =2k (4.2)

Bref, la constante de ressort k est en fait inversement proportionnelle a la longueur d’équilibre du ressort,
la constante de proportionnalité B étant maintenant une caractéristique propre du matériau dont est fait le
ressort et de la fagon dont le ressort est enroulé :

k=

B
i (4.3)

Force de contrainte

Lorsqu’un objet est contraint de se mouvoir le long d’une surface, le long d’un fil, etc., une force
mécanique est nécessaire pour imposer cette contrainte. Cette force est souvent appelée force
normale, parce qu’elle est dirigée dans la direction perpendiculaire au mouvement permis a ['objet.
Par exemple, un objet contraint de se mouvoir sur un plan horizontal subit une force exercée par
ce plan et opposée a la force de gravité qui le tire vers les bas. Physiquement, cette force normale
est la somme des forces exercées par les molécules du plan sur les molécules de 1'objet a I'interface.
La grandeur de cette force s’ajuste en conséquence de la somme des forces qui lui sont opposées, de
maniére a ce qu’aucun mouvement ne soit possible dans la direction perpendiculaire au plan, vers
Iintérieur de celui-ci. On peut considérer une telle force de contrainte comme une force élastique
de constante k extrémement élevée, de sorte qu'une tres grande force peut étre exercée sans qu’une
déformation soit perceptible. A moins d’avis contraire, on supposera dans ces notes qu’il n’y a pas
de force d’adhésion qui pourrait empécher que ’objet perdre contact avec le plan, s’il est tiré vers
le haut.

Force d’étirement ou tension

On rencontre souvent en mécanique des situations ot une force est “transmise” par l'intermédiaire
d’une corde ou d’un fil. L’origine physique de cette force est bien sir la cohésion intermoléculaire et
intramoléculaire des fibres qui forment la corde. La notion de tension peut facilement étre I’objet
de confusion et requiert une définition claire. Considérons la figure ci-dessous, qui illustre une corde
qu’on imagine divisée en secteurs, telle un saucisson finement tranché :
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Chaque tranche peut étre considérée comme un objet ponctuel et subit une force de la part des
deux tranches voisines. La tranche B subit ainsi une force F, exercée par la tranche A et une
force F o exercée par la tranche C. Si la corde est en état de mouvement uniforme ou au repos,
ces deux forces sont égales et opposées et se compensent exactement. Leur grandeur est ce qu’on
appelle la tension 1" de la corde. Bref, la tension d’une corde est la force que chaque segment exerce
sur son voisin et, par répercussion, la force que I'extrémité de la corde exerce sur la personne ou le
dispositif auquel elle est attachée.

Supposons maintenant que la corde est en accélération a (positive vers la droite). Soit A la densité de la corde
(la masse par unité de longueur) et dz la largeur de chaque tranche. Dans ce cas, la deuxiéme loi de Newton
appliquée au segment B donne

FBC—FBA:)\dxa (4.4)

Il est clair dans ce cas que la tension varie d’un point a l’autre de la corde. Soit T'(x) la tension au point
le long de la corde. Le membre de gauche de 1’équation ci-haut n’est autre que T'(z + dz) — T'(z), ou encore
T'(x)dz, ot T'(x) est la dérivée de la fonction T'(z). On obtient donc I'équation

T'(x) = Aa et donc T(z)=T(0)+ \ax (4.5)

Si L est la longueur de la corde, la différence de tension entre les deux extrémités est donc AT = AaL. Si la
densité de la corde est tres petite, on peut donc négliger cette différence de tension et dans ce cas la corde
“transmet la tension” de manieére intégrale d’une extrémité a I’autre, méme s’il y a accélération.

4.2 Frottement et viscosité

Coefficients de friction
La force de friction entre deux surfaces s’oppose au mouvement relatif des deux surfaces. Pour une
grande variété de surfaces en contact, la force de friction suit le comportement suivant :

1. Si une force extérieure tend a déplacer un objet reposant sur une surface, la force de friction
oppose une force égale et opposée qui empéche tout mouvement, jusqu’a concurrence d’un
maximum égal a u N, ou IV est la grandeur de la force normale exercée par la surface et p est
le coefficient de friction statique.

2. Une fois que I'objet est en mouvement, la force de friction s’oppose au mouvement et est égale a
1yN, indépendemment de la forme ou grandeur de la surface, ol p, est le coefficient de friction
dynamique, légerement inférieur a .

Il faut garder a l'esprit qu’il s’agit la de regles empiriques sans validité universelle et non pas de
lois fondamentales. La friction est encore un sujet relativement mal compris ou se fait beaucoup
de recherche. La notion de coefficient de friction est utile pour une catégorie de surfaces et de
matériaux telle que la surface réelle de contact (le nombre d’atomes en contact, en quelque sorte)
est proportionnelle a la force normale. Ceci se produit si la surface est suffisamment irréguliere
a une échelle microscopique. Les chocs des aspérités microscopiques des deux surfaces créent des
oscillations dans les objets (des ondes sonores, ou phonons) et la est la source de la dissipation
d’énergie associée a la friction. Si les deux surfaces en contact étaient parfaites et identiques, comme
par exemple deux surfaces de cuivre résultant d’un clivage idéal d’un cristal métallique, alors la
force de frottement n’existerait tout simplement pas : les deux surfaces, une fois mises en contact,
seraient parfaitement soudés. En effet, une fois mises en contact, rien n’indiquerait aux atomes de
cuivre ou se situait la séparation avant le contact. Un autre exemple de matériau n’obéissant pas
a la ‘loi’” de friction F' = uN est le caoutchouc (ou ses substituts). Ces matériaux se déforment de
maniere non linéaire au contact avec une autre surface. C’est pour cela qu'un pneu plus large offre
une meilleure adhérence, contrairement a ce que la relation F' = u N pourrait laisser croire.
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Notons enfin qu’il est artificiel de distinguer la force de friction de la force normale N, car les deux
sont exercées par les mémes objets formés des mémes atomes! Au total, on peut parler de la force
de réaction R d’un objet au contact d’un autre objet, cette force ayant une composante normale
N et une composante longitudinale égale a la force de friction.

Force de viscosité

Lorsqu’un objet se déplace dans un fluide (gaz ou liquide), le milieu exerce généralement une force
de résistance, opposée a la vitesse de ’'objet. On doit distinguer ici deux types de résistance : (i) celle
causée par la viscosité du milieu et (ii) celle associée a la turbulence de I’écoulement derriere 1'objet
en mouvement. La viscosité d’un fluide se manifeste lors de I’écoulement de ce fluide a proximité
d’une surface ou d’un objet ou, ce qui est équivalent, lors du mouvement d’une surface ou d’un
objet dans le fluide. La force de résistance visqueuse au mouvement d’un objet est proportionnelle
a la vitesse de I'objet et est a peu pres opposée a celle-ci. Dans le cas d’un objet sphérique de rayon
R, cette force est donnée par la loi de Stokes :

Fvis. = _67TR77V (46)

ou n est appelé coefficient de viscosité et varie d'un fluide a ’autre, ainsi qu’en fonction de la
température et de la pression. Pour un objet non sphérique, la force de résistance n’est exactement
opposée a la vitesse que si I'objet possede une symétrie de rotation autour de I’axe de la vitesse et
le facteur 67 R est alors remplacé par le coefficient approprié. Pour tous les autres objets, la force
de résistance n’est qu’approximativement dans la direction opposée a v et peut causer sur I’objet
des mouvements de rotation, etc.

Tableau 4.1 Coefficients de viscosité de divers fluides, en poise. Un poise vaut 0,1 kg/(m.s). Tous
les fluides sont a 20°C, sauf ou indiqué.

fluide n fluide n

eau (0°) 1,792x1072 | air (0°) 1,71x107*
eau 1,005x1072 | air 1,81x1074
eau (40°) 0,656x1072 | air (40°) 1,90x10~*
alcool (0°) 0,367x1072 | hydrogene (0°) 0,89x10~*
glycérine 8,33 ammoniac (gaz) 0,97x107%
huile de castor 9,86x1072 | CO, 1,46x1074

Si la vitesse de I'objet dépasse une certaine limite — qui dépend de la forme de l'objet et du
milieu dans lequel il se déplace — ’écoulement du fluide autour de l'objet entre dans un régime
turbulent, caractérisé par I’appartion de tourbillons et de volutes sur plusieurs échelles de distance.?
L’apparition de ces tourbillons cause des baisses de pression derriere I'objet et cette différence de
pression se manifeste par une force de résistance, dite force de trainée, généralement proportionnelle
au carré de la vitesse de I'objet. Cette force s’oppose grosso modo a la vitesse de l'objet, mais elle
n’est exactement opposée a la vitesse que si I'objet présente une symétrie de révolution autour
de la direction de sa vitesse, comme pour la force de viscosité. Dans ce cas, la force de résistance
totale (viscosité + trainée) peut s’écrire

F=_Fl) - =—F)% (4.7)

vl

2 La turbulence est le mécanisme par lequel 1’énergie de I'écoulement d’un fluide est convertie en chaleur.
L’étude de la turbulence est tres complexe et constitue un champ actif de recherche, alors que I’étude de
Pécoulement laminaire (c’est-a-dire sans turbulence) est un domaine classique de la physique, bien établi
depuis plus de cent ans.
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ol la grandeur F(v) de la force contient des termes en v et en v?

viscosité et a la trainée :

, respectivement associés a la

F(v) = Av+ Bv? (v>0) (4.8)

Par exemple, pour un objet sphérique se déplacant dans I’air (TPN), on trouve approximativement
que A = 1,55 x 107*D et B = 0,22D?, en unités SI, ou D est le diametre de la sphére (en
metres). Pour des objets lents, le terme linéaire est plus important, alors que le terme quadratique
domine pour des objets rapides. Pour un fluide visqueux (surtout des liquides) le terme linéaire est
généralement le plus important.

4.3 Pression et principe d'Archimede

Un fluide est par définition un état de la matiere dans lequel les molécules ne sont pas liées
rigidement a leurs voisines et peuvent se déplacer par rapport a ces dernieres. Dans un gaz, les
molécules sont tres éloignées les unes des autres et n’interagissent que rarement entre elles, lors
de collisions. Dans un liquide, au contraire, les molécules sont trés rapprochées et en interaction
constante.

Il n’est pas réaliste de prétendre étudier le mouvement détaillé de chaque molécule d’un fluide, car
ce probleme est trop complexe et sa résolution n’apporterait probablement pas d’information utile.
On s’intéresse plutét au mouvement moyen de parcelles mésoscopiques du fluide qu’on appelle
éléments. Un élément de fluide peu avoir seulement 10~m de coté et pourtant contenir des milliers
de molécules; c’est le mouvement de ces éléments qui est I’objet de la mécanique des fluides.?

On peut caractériser un fluide par sa densité p(r), qui est la masse de fluide par unité de volume
et qui peut généralement dépendre de la position, par la vitesse v(r) de I’élément de fluide & la
position r et par la pression P(r), qui est la force par unité de surface exercée sur un élément
de fluide a la position r par le fluide environnant. Dans un fluide, cette force est la méme dans
toutes les directions. Un fluide est dit statique (ou en équilibre) quand ses éléments sont au repos,
c’est-a-dire si v(r) = 0.

Un fluide est qualifié d’incompressible si sa densité est pratiquement indépendante de la pression.
L’eau liquide est un exemple de fluide incompressible. Au contraire, I’air est un fluide compressible,
car sa densité est approximativement proportionnelle & la pression, a température constante.

Variation de la pression en fonction de la hauteur
La pression d’un fluide est fonction de divers facteurs, principalement de la position du fluide dans
le champ de gravité, de la température et de la vitesse du fluide. Voyons comment la pression a
Iintérieur d’une masse d’eau (par exemple un lac, la mer, etc.) ou d’une masse d’air dépend de
la profondeur. Considérons pour cela un élément de fluide d’épaisseur dh et de surface horizontale
dA a une profondeur h au-dessous de la surface (cf. Fig. 4.1). Le volume de cet élément est
dV = dh x dA et donc la force de gravité agissant sur lui est —dm gz = —pgdhdA z. La force
exercée par la pression du fluide sur la face supérieure de 1’élément est —P(h)dA Z, alors que celle
exercée sur la face inférieure de I’élément est P(h 4+ dh)dA z. En équilibrant ces trois forces, on
trouve
P(h+dh) — P(h)
dh =rg

[P(h + dh) — P(h)]dA = pgdhdA = (4.9)

3 11 ne faut pas supposer qu'un élément du fluide dont on étudie le mouvement comporte toujours les mémes
molécules : celles-ci peuvent diffuser d’un élément a un autre et cette diffusion ne constitue pas un mouvement
du fluide comme tel. Un élément du fluide ne constitue donc pas un systéme mécanique fermé a long terme,
mais seulement a court terme.
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Dans la limite dh — 0, on trouve
dP

v 4.1
= (4.10)

h+dh

pgdV

Figure 4.1. Elément de fluide dans le champ de pesanteur.

Pour un fluide incompressible, la densité p est constante. On peut donc intégrer facilement cette
équation :
P(h) = pgh + P(0) (4.11)

ou P(0) est la pression a la surface (pour une masse d’eau, il s’agit de la pression atmosphérique).
On constate donc que la pression augmente linéairement avec la profondeur.

Appliquons maintenant cette relation a la pression atmosphérique en fonction de I’altitude. 11 faut
alors remplacer h par —z (z est l'altitude, mesurée dans le sens contraire de h) et utiliser la loi
des gaz parfaits pour exprimer la densité en fonction de la pression a une température donnée :
P = CpT, ou C est une constante qui dépend de la masse moléculaire moyenne du gaz. L’équation
différentielle (4.10) devient donc

AP _ Py AP g
dz  CT P CT
En intégrant, on trouve
__9% _ _9z
In P(z) —In P(0) = o7 P(z) = P(0) exp( C’T> (4.12)

On trouve que la pression diminue exponentiellement avec 'altitude. Bien sir, ce résultat dépend
de notre supposition que la température ne dépend pas de z, ce qui est loin d’étre le cas dans
I’atmosphere.

Principe d’Archimeéde

Le principe d’Archimede stipule que tout corps rigide immergé dans un fluide subit une force vers le
haut égale au poids du liquide déplacé. Ce principe se démontre facilement, de la maniére suivante :
supposons premierement, pour simplifier les choses, que 1'objet soit completement immergé. Cet
objet subit sur ses parois la pression du liquide, chaque élément de surface de I'objet subissant
une force par unité de surface bien précise, la méme que si I'objet était en fait remplacé par une
masse équivalente de liquide. En effet, la pression du liquide se transmet parfaitement et sa valeur
ne dépend que de la profondeur. La force totale exercée sur I'objet est donc la méme que la force
totale exercée sur le volume équivalent de liquide, lequel serait au repos s’il était substitué a 'objet.
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Donc cette force totale est égale en grandeur (et opposée en direction) au poids du volume de liquide
équivalent. Cet argument ne dépend pas vraiment de la nature compressible ou incompressible du
fluide, sauf que si le fluide est compressible, le poids du fluide déplacé n’est pas relié de maniere
simple & son volume. Dans le cas ol 'objet n’est que partiellement immergé, alors on doit séparer
le probleme en deux et traiter les parties immergées et émergées séparément, chacune subissant
une poussée vers le haut respectivement égale au poids (i) du liquide et (ii) de l'air déplacé. En
général, on néglige le poids de 'air déplacé ou, plutét, on n’en tient pas compte, vu que tous les
objets environnants subissent cette méme poussée atmosphérique.

Probleme 4.1

Donnez une expression pour la distance de freinage d d’un véhicule de masse m roulant a une vitesse v, en
supposant un coefficient de friction dynamique p entre les pneus et la route. Discutez de 'augmentation ou
de la diminution de d en fonction de y, m et v.

Probléeme 4.2

Considérons deux spheres d’apparences identiques, de méme rayon. L’une est en styromousse, recouverte d’une
mince couche d’aluminium, et 'autre est en plomb massif, aussi recouverte d’aluminium. On laisse tomber les
deux spheres du haut d’une tour. La sphere la plus lourde arrive au sol la premiere. Comment cela se peut-il,
puisque 'accélération gravitationnelle est la méme pour tous les objets et la force de résistance de ’air, qui ne
dépend que de la forme de 'objet, devrait étre la méme pour les deux spheres? Expliquez en quelques lignes.

Probléeme 4.3

Considérez le systéme ci-contre de masses reliées par un corde. Les
cordes s’enroulent autour de poulies verrouillées qui ne peuvent tourner.
Ces poulies sont fixées au plafond de maniere rigide. On peut négliger
la masse de la corde.

a) Supposez premierement qu’il n’y a pas de frottement entre la corde
et les poulies, et que les trois masses sont a 1’équilibre. Exprimez ’angle
0 en fonction des masses M et m. Y a-t-il des valeurs des masses qui ren-
dent tout équilibre impossible? Ce probleme a été formulé par Léonard
de Vinci (1452/1519).

b) Supposons maintenant que le coefficient de frottement statique entre

les poulies et la corde est pu. Trouvez maintenant une relation entre 8, M, m et p qui permette de déterminer
0. Notez que cette équation est transcendante et ne se préte pas a une solution explicite pour 6.

c¢) Posons p = 0,1. Si M/m = %, Y a-t-il une solution 6 & cette équation? Si oui, trouvez-la de maniere

numérique (& I'aide d’une calculatrice ou d’un ordinateur) & 1% pres. Utilisez la méthode de votre choix, par
exemple par essai et erreur, en vous inspirant d’un graphique, etc.
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Probléeme 4.4

Considérez les systemes de poulies illustrés. Dans les deux cas,
la force F est celle qu'une personne doit fournir et la force R (la
résistance) est la force exercée par la masse qu’on doit soulever,
ou par une charge quelconque.

a) En (A), la corde s’enroule autour de la poulie 1, puis de la

poulie 2, pour ensuite étre amarrée au centre de la poulie 1, elle-
méme fixée au plafond. La charge est suspendue au centre de
la poulie 2. Donnez, en la démontrant clairement, la grandeur
relative des forces F et R. Négligez (i) le frottement des poulies 2
sur leurs essieux et de la corde sur les poulies, (ii) le poids des

poulies et des cordes et (iii) le fait que la derniére partie de la F
corde n’est pas exactement verticale. R (A) (B) 2

b) En (B), la corde s’enroule successivement autour des poulies

1, 2, 3 et 4, pour s’amarrer au centre de la poulie 3. Les centres F
des poulies 1 et 3 sont solidaires, de méme que ceux des poulies R

2 et 4. Refaites le méme exercice qu’en a), avec les mémes ap-

proximations. Le dispositif (B) et ses généralisations & plus de poulies sont appelés palans et sont encore
vendus en quincallerie, quoiqu’ils soient moins courants que lors des beaux jours de la navigation a voile (ils
sont utilisés pour lever les vergues).

Probleme 4.5

En général, les grandes routes sont inclinées latéralement dans les virages, dans le but de minimiser les risques
de dérapage. Quel doit étre I'angle d’inclinaison optimal 6 d’une route par rapport a ’horizontale dans un
virage ayant un rayon de courbure de 200m, si la vitesse moyenne des véhicules est de 100 km/h?

Probléeme 4.6

Une corde de masse m est suspendue entre deux poteaux,
comme illustré. La tangente a la corde sous-tend un angle 6

avec la verticale et les deux points de suspension sont a la méme v
hauteur. Il est clair dans ce cas que la tension de la corde varie m 0
d’un point a un autre. ‘

a) Calculez la tension T' de la corde & l'un des points de sus-
pension. Exprimez votre résultat en fonction de m, g et 6.

b) Calculez la tension Tj de la corde exactement & mi-chemin

entre les deux poteaux, c’est-a-dire a son point le plus bas.

Probleme 4.7

Considérons encore une fois la corde suspendue du probleme précédent. Il s’agit ici de démontrer que la forme
adoptée par la corde a 1’équilibre décrit un cosinus hyperbolique. Pour fixer les idées, plagons 'origine au
point le plus bas de la corde (au milieu) et supposons que la corde a une densité linéaire A (masse par unité
de longueur) et que la tension au bas de la corde est Ty. Appelons y(x) la hauteur de la corde en fonction de
la coordonnée horizontale x.

a) Soit T(x) la tension de la corde vis-a-vis de la coordonnée x et p(z) I'angle que fait la tangente a la corde

par rapport a I’horizontale a cet endroit. En travaillant sur un élément de corde s’étalant entre les coordonnées
x et  + da (attention, la longueur de cet élément de corde n’est pas dz!) et en appliquant I’équilibre des
forces agissant sur cet élément, démontrez que

Ta) = bes etaue L (T(a)singp(a) = 20
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b) Si 4/ représente la dérivée dy/dx, démontrez, en vous servant des résultats de (a), que

c) Solutionnez cette équation différentielle et obtenez une forme explicite de y en fonction de = et de &.

d) Calculez la tension T'(z).

Probléeme 4.8

Une bille percée de masse m est contrainte de glisser le long d’un fil métallique hélicoidal, /
sous l'effet de la gravité. La bille glisse a vitesse constante et sa position en fonction du
temps est donnée par I'expression suivante :

r(t) = R(Xcoswt + §sinwt) — vtz

ou R est le rayon de I'hélice et v est une constante ayant les unités de la vitesse.

a) Calculez le vecteur-vitesse de la bille. Quelle est la grandeur de la vitesse? m

S

b) Calculez le vecteur-accélération de la bille. Dans quelle direction pointe-t-il?

c) La bille est soumise & la force de gravité Fgray. = —mgZ et pourtant elle tombe & une

vitesse angulaire constante. Ceci signifie qu'une force de frottement agit sur la bille le long du fil. Cette force
est nécessairement dirigée le long du fil, dans la direction opposée a la vitesse. Calculez la grandeur de cette
force. Indice : vous devez connaitre la composante de Fgay. le long du fil.

Probléeme 4.9

Considérez le plan incliné illustré. Une bloc de masse mgo repose

sur le plan. Il est attaché, via des fils et des poulies, & deux autres
blocs de masses mj et m3. On supposera que les poulies et le plan
n’exercent aucune friction. Le plan fait un angle 6 par rapport a
I’horizontale. La distance x que fait le centre du bloc de masse ma

avec le haut du plan peut servir de coordonnée pour la position

du bloc et on peut définir un systeme d’axes inclinés X et ¥, tel m,
qu’indiqué. Le plan incliné est fixe, mais les trois masses sont sous
I'influence de la gravité.

a) Dans un premier temps, la masse ms n’est pas reliée au bloc

(faites comme si elle n’existait pas). Quelles sont les forces perti-

nentes s’exercant sur le bloc de masse ma? Exprimez 'accélération du bloc (c’est-a-dire &) en fonction des
parametres du probleme (my, ma, g et 6). Indice : vous devez aussi considérer le mouvement de la premiere
masse pour résoudre ce probléeme. A quelle condition doivent satisfaire mqi, mo et € pour que le systeme
demeure en équilibre?

b) Supposons maintenant que les masses m; et mg sont en équilibre (les conditions demandées en (a) sont

respectées). On attache maintenant la troisitme masse au bloc, comme indiqué sur la figure. Montrez que
I’angle ¢ doit étre nul pour que le systeéme soit en équilibre. Qu’arrive-t-il s’il n’est pas nul? Quelle condition
doit respecter ms3 pour que le bloc reste en contact avec le plan incliné?

c¢) Supposez que le systéme des trois masses est en équilibre (¢ = 0). Déplagons légérement le bloc le long du

plan, de sorte que l’angle ¢ est non nul, mais petit (suffisamment petit pour supposer que la longueur ¢ entre
le bloc et la poulie reste a peu pres constante). Trouvez une équation différentielle simple pour 1’évolution
dans le temps de I'angle ¢. Notez que la seule variable pouvant figurer dans cette équation est ¢ (pas x). Les
parametres figurant dans cette équation sont g, £ et les trois masses.
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Probléeme 4.10

Une bateau transporte une cargaison de blocs de béton et se retrouve

dans une écluse fermée. Le capitaine est soudainement pris de panique ’_E:E:]_‘
a l'idée que son navire touche le plancher de I’écluse et ordonne qu’on b
jéte un gros bloc de béton par dessus bord. Son second, pris de doute,
lui explique que le bloc jeté par dessus bord va faire baisser le niveau
de I'eau par rapport & I’écluse (indiqué h sur la figure) et que les choses h

ne feront qu’empirer. Pour déméler 'affaire, calculez la variation Ah \/
du niveau de ’eau de I’écluse et la variation Ad de la distance entre le

plancher de I’écluse et le fond du bateau. Vous avez besoin de considérer d

les variables suivantes:

h : le niveau de l'eau sur ’écluse (distance entre le plancher et la surface d’eau).

b : le niveau de flottaison du navire (distance entre le pont du navire et la surface d’eau).

V : le volume d’un bloc de béton.

Pbs Pe : les densités volumiques du béton et de l'eau, respectivement (p, > pe).

Ay : Iaire du navire a son niveau de flottaison, c’est-a-dire ’aire de I'intersection entre le navire et le plan de
la surface d’eau.

Ae : Paire du plancher de ’écluse (les murs de I’écluse sont parfaitement verticaux).

Exprimez Ah et Ad en fonction d’un sous-ensemble de ces variables. Les conclusions du capitaine et de son
second sont-elles valables?



5 Applications des lois du mouvement

Dans cette section nous appliquons la deuxieme loi de Newton au mouvement de particules dans
des champs de forces particuliers, mais sans utiliser les principes de conservation (énergie, moment
cinétique) qui seront étudiés plus loin dans ce chapitre.

Rappelons qu’on suppose généralement ici que les forces exercées sur une particule ne dépendent
que de sa position et de sa vitesse, ce qui revient a dire que les objets qui causent ces forces sont
stationnaires. Cette hypothese nous évite d’avoir a considérer simultanément le mouvement des
autres objets. La deuxieme loi de Newton prend alors la forme

d’r
F(r,v) = m—- 5.1
(e =m s (51)
ou, si on ’exprime en composantes,
ma: = Fx(x7yvz)jjvyﬂz‘”)
m?j:Fy(‘/an7zajj7yvz) (52)

mzZ = F,(x,y,z2,&,7, %)

11 s’agit donc d’un systéme de trois équations différentielles couplées (on suppose que 'on connait
explicitement les trois fonctions F,, F et F,. Ces équations différentielles sont appelées équations
du mouvement.

Remarques :

1. On a supposé ici que la force dépend de la vitesse de la particule comme de sa position. La
dépendance en la vitesse peut survenir notamment dans le cas d’'un champ magnétique, d’'une
force de Coriolis (cf. chapitre 10) ou de la résistance de I’air ou d’un autre milieu.

2. Les équations du mouvement (5.2) sont du deuxiéme ordre en dérivées. Cela signifie que leur
résolution demande que 'on spécifie des conditions initiales suffisantes, en I'occurrence la posi-
tion initiale et la vitesse initiale de la particule. Une fois ces quantités spécifiées, ’avenir de cette
particule est tout tracé car la solution aux équations (5.2) est alors entierement déterminée,
comme le stipule le théoréme d’unicité des solutions des équations différentielles.! C’est la man-
ifestation la plus simple du déterminisme classique..

3. Le fait que la solution des équations (5.2) existe ne veut pas dire qu’elle puisse étre exprimée
analytiquement. En fait, le nombre de problemes ayant une solution analytique complete, c’est-
a-dire une expression explicite de la fonction r(t), est trés petit. Méme le probleme de Kepler,
celui du mouvement d’une particule dans un champ de gravité en 1/7%, n’admet pas de solution
explicite pour la position en fonction du temps. Cependant, il est en général simple de résoudre
ces équations si diverses contraintes (mécaniques ou autre) font qu’une seule coordonnée varie
dans le temps. Le probleme est alors effectivement unidimensionnel.

4. L’absence de solution analytique n’empéche pas le calcul numérique de la solution des équations
(5.2). Pour une seule particule (ou un petit nombre de particules), ce probleme est numériquement
simple, sauf que la précision des solutions obtenues se dégrade progressivement au cours du
temps. La contemplation des solutions numériques a non seulement ’avantage de favoriser

' Les conditions d’application de ce théoréme sont en pratique toujours réunies dans les situations physiques,
car le contraire impliquerait des forces infinies.
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I'intuition du probleme, mais permet aussi de poser des diagnostics sur la nature chaotique ou
non du mouvement.

Une conséquence extréme du déterminisme classique fut tirée par Pierre Simon de Laplace a la fin du XVIIIe
siecle : si un étre d’une intelligence infinie (ci-apres nommé le démon de Laplace) connaissait avec précision
les positions et les vitesses de toutes les particules de I’Univers, incluant bien sir celles dont sont constitués
les cerveaux de tous les humains, cet étre pourrait en principe calculer la position et les vitesses des mémes
particules a des temps ultérieurs arbitrairement éloignés, ce qui implique que l'avenir de I’Univers, dans ses
moindres détails (les actions de chaque individu, etc.), est déterminé a l’avance. Ce déterminisme radical
est bien siir en contradiction avec le sentiment de libre arbitre que chacun ressent, mais est accepté par
une proportion importantes de scientifiques comme allant de soi. Les travaux plus récents sur le chaos ont
apporté la nuance que les conditions initiales doivent étre connues avec une précision infinie pour que les
prédictions classiques soient applicables a des temps éloignés. Comme une précision infinie implique des
distances extréments petites, elle est impossible a réaliser dans le cadre de la physique classique et nous
amene dans celui de la physique quantique. Deés lors, la notion de déterminisme est beaucoup plus subtile
car la mécanique quantique fait intervenir la notion d’observateur et d’appareil de mesure et ’application de
ces notions a I’Univers considéré comme un tout semble a premiere vue problématique. Donc le déterminisme
radical est une position envisageable philosophiquement, mais difficile & défendre physiquement.

5.1 Projectiles

Considérons une particule en mouvement dans un champ gravitationnel uniforme, comme l’est
approximativement celui & la surface de la Terre. Choisissons nos axes cartésiens de sorte que
g = —gZz et que la vitesse initiale de la particule soit dans le plan zz (l'origine est placée a la
position initiale de la particule). On écrit donc

vy = vy(Xcosf + zsin ) (5.3)
ol v, est la grandeur de la vitesse initiale et 6 est I’angle de tir.

Les équations du mouvement sont

F=g ou =0 (5.4)
Z=-g

Nz

Cette équation simple a déja été étudiée a la section 2.3. Reprenons rapidement le calcul ici. Une
premiere intégration donne

alors quune deuxieéme intégration (en tenant compte de la condition initiale r(0) = 0) donne
r(t) = 1gt’ + vt (5.6)
Une fois obtenue la solution des équations du mouvement sous forme paramétrique (c.-a-d. x et z

en fonction de t) on peut aussi s’intéresser a la trajectoire de la particule, c.-a-d. exprimer z en
fonction de z, en éliminant ¢. Comme vyt = x/ cosf, ceci donne simplement

_ 9 2

Il s’agit de I’équation d’une parabole.
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O0=m/3
O=m/2

0=m/6

xT

Figure 5.1. Trajectoires paraboliques d’un projectile associées a trois valeurs différentes de I'angle de
tir 6, pour une vitesse de tir vy donnée.

Portée

La portée d’un projectile est la distance entre le point de tir et le point de retour au sol. Si le
projectile est tiré a partir du sol et que celui-ci est parfaitement horizontal, la portée z, s’obtient
en résolvant 1'équation (5.7) pour z = 0. La solution est soit x = 0 (le point de départ), soit

2 2 2
T, = “% Gingcosd = 20 sin 26 (5.8)
g g

En fonction de 6, cette portée est maximale quand 6 = 7 /4. D’autre part, la portée augmente avec
v, et diminue avec g. Remarquons cependant que ’angle de portée maximale n’est plus le méme
si la résistance de 'air est prise en compte, ou si le projectile n’est pas lancé du niveau du sol.
Supposons, en particulier, que le projectile est lancé d’une hauteur h au-dessus du sol. On montre
que la portée du projectile est alors

2 8gh
z = 20 ) gin2g + S cos? + sin” 20 (5.9)
P 2g v

ol on a bien sir négligé encore une fois la résistance de air.

5.2 Le pendule

Considérons un pendule simple, tel qu’illustré ci-contre. La tige du pendule

a une longueur ¢ et une masse négligeable, alors que la masse du pendule
lui-méme est m. Les forces en présence sur le pendule sont la force gravi-
tationnelle mg et la tension F de la tige, dirigée le long de la tige (cette
tension dépend évidemment de 'angle que fait la tige avec la verticale et
donc dépend du temps). Nous désirons écrire I’équation du mouvement du
pendule et la résoudre dans l'approximation des oscillations de faible am-
plitude. Nous supposerons que le pendule est contraint (par les conditions
initiales) de se déplacer dans un plan.

Utilisons pour cela un repére local en coordonnées polaires planes (c.-a-d. cylindriques) avec comme
origine le point d’attache de la tige. La tige pointe alors dans la direction g, 'angle entre la tige et
la verticale est ¢ et le pendule est en mouvement alternativement dans la direction ¢ et —@. La
position du pendule est alors r = pp. L’équation du mouvement est

mi =F +mg (5.10)
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Utilisons maintenant l’expression (2.30) de l'accélération en coordonnées cylindriques, que nous
répétons ici :

B = (5 — pp%)p + (0 + 203 (5.11)
Dans le cas qui nous occupe, p est une constante égale a £ et 'accélération se réduit a
= (% + ) (5.12)

Les forces en présence se décomposent comme suit dans le repere local :
F=-Fp mg = mg(cosp p—sinp @) (5.13)
La deuxieme loi de Newton s’exprime donc comme suit en coordonnée cylindriques :
ml(~$*p + $@) = ~Fp + mg(cosp p — sin @) (5.14)

ou, en composantes,

—mly® = —F(p) + mgcos (5.15)
mlp = —mgsin g '

Insistons sur le fait que la tension F'(p) dépend de I’angle que fait le pendule avec la verticale.
La premiere des deux équations ci-haut n’est donc pas immédiatement utile. La deuxieme de ces
équations peut s’écrire comme suit :

¢+ w’sing =0 w= % (5.16)
Une fois connue la solution de cette équation différentielle, la premiere des équations (5.15) nous
fournit la valeur de F' en fonction du temps.

Approximation des petits angles

Au lieu de s’attaquer directement a I’Eq. (5.16), faisons 'approximation que le pendule ne s’écarte
jamais beaucoup de la verticale, de sorte que I'angle ¢ (en radians) est suffisamment petit pour
faire approximation sin ¢ ~ ¢. Dans ce cas, 'Eq. (5.16) devient

G+wip=0 (5.17)

Cette équation différentielle linéaire du second ordre possede comme solution générale une fonction
circulaire :

o(t) = Asin(wt + €) (5.18)
ou & et A sont déterminés par les conditions initiales. Cette solution peut aussi s’écrire

o(t) = Bsinwt + C coswt (5.19)

ou B = Acos{ et C' = Asin¢. En supposant que ¢(0) = 0 et que la valeur maximale de ¢ soit ¢,
(Pamplitude de l'oscillation), alors la solution recherchée est

o(t) = @y sinwt (5.20)

Cette solution décrit une oscillation harmonique (c’est-a-dire sinusoidale) du pendule, avec une
fréquence angulaire w, correspondant a une période

T= o ZW\/Z (5.21)
w g

La période d’oscillation du pendule est donc indépendante de ’amplitude ¢, de 'oscillation, comme
I’a remarqué en premier Galilée au début du XVlIle siecle.
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‘ 2~ ‘—k(z ~ 2)

0 =z

Figure 5.2. Systeéme masse-ressort (horizontal et vertical).

Analogie avec un systéme masse-ressort

Le mouvement du pendule dans ’approximation des petits angles est analogue a celui d’une masse
attachée a un ressort qui suit la loi de Hooke. Supposons en effet qu’un tel ressort soit fixé a un
mur et que la masse puisse glisser sans frottement sur une surface horizontale, de sorte que la
seule force agissant sur la masse est la force de rappel du ressort. Plagons 'origine a la position
d’équilibre du ressort, de sorte que la force exercée par le ressort sur la masse lorsqu’elle est située
a une position x soit —kz (le probléeme et la notation sont unidimensionnels et un signe négatif
signifie ici que la force est dirigée vers la gauche si z est positif et vice-vera). La deuxieme loi de
Newton, ou I’équation du mouvement, est ici

k
mi=—kxr ou i+w'z=0 w=4/— (5.22)
m
L’équation (et sa solution) est la méme que dans le probléeme du pendule dans approximation des

petits angles. Donc la solution générale est encore

x(t) = Asin(wt + &) (5.23)

Le probleme est a peine différent si le pendule est suspendu au plafond et que la masse est en
mouvement d’oscillation vertical, sous 'influence combinée du ressort et de la gravité. Dans ce cas,
il est pratique de placer I'origine des coordonnées a la position d’équilibre de la masse, c’est-a-dire
a I'endroit ou la force de rappel du ressort compense exactement la force de gravité exercée sur la
masse. Si 2, désigne la position & I’équilibre du ressort en ’absence de gravité, la force exercée par
le ressort a la nouvelle position d’équilibre (en présence de gravité) est kz, = mg (cette force est
positive, car dirigée vers le haut). La force totale ressentie par la masse a une position z quelconque
est F' = —k(z— z,) —mg = —kz, car kz, —mg = 0. L’équation du mouvement est alors mz = —kz,
la méme qu’on aurait en ’absence de gravité, mais avec une position d’équilibre située a 1’origine.

Période pour des amplitudes arbitraires

La période d’oscillation d’un pendule simple n’est indépendante de 'amplitude que si 'amplitude
est suffisamment petite. Lorsque 'amplitude augmente, la période s’allonge progressivement. Re-
marquons par exemple que si le pendule est placé a la verticale, sur sa tige (¢ = 7), il ne retombe
que si sa vitesse est non nulle par suite d’une légere perturbation (on dit qu’il est en équilibre in-
stable dans cette position). Donc la période associée a 'amplitude ¢, = 7 est infinie. On présume
que la période T'(¢,) est une fonction de I'amplitude ¢, qui vaut T, = 27/w quand ¢, — 0 (la
période pour les petites oscillations) et augmente ensuite avec ¢, pour tendre vers 'infini quand
Yo — T

Dans le but de calculer T(y,), retournons & 'Eq. (5.16) et ne procédons pas i I'approximation
des petits angles. Elle peut se résoudre de la maniere suivante. Premierement, multiplions chaque
membre de 1’équation par ¢:

GP +wiosing =0 (5.24)
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Le premier terme n’est autre que $d(¢?)/dt et le second —d(cos ¢)/dt (nous avons employé ici la
méthode du facteur intégrant). Donc

d

—{1p* —wcosp} =0 (5.25)

dt

Ceci signifie que I’expression entre accolades est une constante; cette constante peut étre fixée en se

reportant au moment ot le pendule rebrousse chemin, a un angle ¢, (I'amplitude de I'oscillation) :
1% = w?(cos p — cos py) (5.26)

On peut également écrire cette relation ainsi :

de

dt =
w+/2(cos ¢ — cos ;)

(5.27)

d’ou 'intégration immédiate :

(5.28)

L 1/5" du
w Jo /2(cosu — cos @)

(on a supposé ici que le pendule est a la verticale (¢ = 0) a t = 0). Remarquons que la méthode du
facteur intégrant est en fait strictement équivalente a I'utilisation de la conservation de 1’énergie,
étudiée au chapitre 6.

En particulier, le temps requis par le pendule pour atteindre sa hauteur maximale (le quart de la

période T') est
2T, (%0 d 2
T =220 “ <T0 - W) (5.29)
w

™ Jo  /2(cosu — cosg,)

0.2 0.4 0.6 0.8

Figure 5.3. Période du pendule simple en fonction de 'amplitude de 'oscillation.

L’intégrale du membre de droite ne peut s’exprimer par des fonctions élémentaires. Par contre, elle
s’exprime par une fonction spéciale appelée intégrale elliptique compléte du premier type et notée
K(m) :

T = =Kl (2/2) (5.30)
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ou la fonction K (m) est habituellement défini par la relation

(5.31)

_ / dz
0 V1—msin’z
On montre que la période admet le développement en série suivant en fonction de I'amplitude ¢ :

173 22931 }

T=Ty1+ —¢2 5 5.32
0{ T 1690 " 307270 T 73728070 T 13212057600 T (5.32)

Le premier terme de cette série correspond bien sur au cas du pendule harmonique décrit plus
haut. Les termes supérieurs nous permettent de calculer les corrections a apporter a la période
quand I'amplitude n’est plus petite. .

Démontrons, pour compléter Pargument, comment on passe de 1’éq. (5.29) a 1’éq. (5.30). Comme cosz =
1 — 2sin%(x/2), l'intégrale peut se récrire ainsi :

/% du (5.33)
\/sm (¢0/2) — sin®(u/2) '

On procede ensuite au changement de variable suivant :

) sinu/2
sing = ——
sin /2
2si 2 2si 2 (5.34)
du = %ﬂé) cos zdz = sin(o/2) cos zdz
cos(u/2) \/1 — sin?(¢g/2) sin? z

u =0 correspond & z =0 et u= g & z = 7/2. Donc

2sin(%0/2) cos z dz (5.35)
e

sin?(p0/2)[1 — sin? 2] \/1 — sin?(¢g/2) sin? 2

ce qui ce simplifie en

(5.36)

_2/ dz
™ Jo V1 —msin? 2

ce qui démontre I'éq. (5.30).

Le pendule isochrone d’Huygens

A premiere vue, le fait que la période d'un pendule simple dépende de son amplitude rend peu pratique
Putilisation d’un pendule comme base d’une horloge de précision, car le mouvement d’un pendule peut étre
atténué par le frottement et la période précise se trouve alors a diminuer. Le grand physicien Christian
Huygens (1629/1695) tenta de remédier a cette situation. Dans son Horlogium oscillatorium (1673), il décrit
un mécanisme visant a rendre la période du pendule indépendante de son amplitude. Le pendule est alors
isochrone. L’idée de base est simple : la corde du pendule s’enroule partiellement autour d’une plaquette
de métal en forme de ‘A’ courbé. Cet enroulement partiel diminue la longueur effective du pendule quand
langle ¢ augmente et par conséquent tend a faire diminuer la période. Cet effet compense 1'augmentation
de la période en fonction de 'amplitude et conspire a produire une période indépendante de 'amplitude, a
condition que la forme de la languette de métal soit judicieusement choisie. Huygens a démontré que la forme
de la languette doit étre une cycloide. D’autre part, la trajectoire décrite par la masse du pendule est aussi
une cycloide, ce qui n’est pas évident a prime abord. En géométrie analytique, on dirait que la cycloide est
sa propre courbe développante. Quoique tres ingénieux, le pendule isochrone de Huygens ne fonctionna pas
aussi bien en pratique qu’en théorie, car I’échappement du pendule, le mécanisme qui relie le pendule au reste
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\ x = R(§ —sin¢)
: y = R(1+ cos¢)

7y
L"cﬁ 777777 ~ /  z

x= R(£+sinf)
y=—R(14 cosf)

Figure 5.4. Schéma du pendule isochrone d’Huygens. Les languettes de métal sont des portions de
cycloide et la trajectoire de la masse du pendule au cours de son oscillation est aussi une cycloide. Les
équations paramétriques des deux cycloides sont indiquées.

de T’horlogerie, apporte des perturbations importantes. Il est plus pratique de s’assurer que ’amplitude de
Poscillation reste constante (en fournissant de 1’énergie au pendule via la chute lente d’un poids ou la détente
d’un ressort) et de calibrer la période par un moyen quelconque.

Fait intéressant, la cylcoide décrite par la position du pendule isochrone en D
fonction du temps posseéde une autre propriété. Supposons qu’on construise
une surface ayant cette forme (courbe B ci-contre) et qu'on y laisse rouler
une bille & partir d’'une certaine hauteur. Le caractere isochrone du pendule
d’Huygens signifie que le temps que mettra la bille a atteindre le bas de la
courbe sera le méme, peu importe la hauteur d’ou elle est relachée sur la
courbe. En plus de cela, on peut démontrer que la cycloide est la courbe qui O
minimise le temps que prend la bille pour atteindre le bas (point O ci-contre),

si on la relache du point D. Pour cette raison, on appelle aussi cette courbe la
brachistochrone (du grec brachys [court] et chronos [temps]). Remarquons a cet effet que méme si la droite A
minimise la distance entre les points D et O, elle ne minimise pas le temps, car la bille n’est pas suffisamment
accélérée initialement. Par contre, la courbe C donne a la bille une accélération considérable initialement, mais
sa longueur est excessive. La cycloide B est la courbe qui minimise le temps, mais démontrer cette assertion
requiert les outils du “calcul des variations”, que nous n’aborderons pas ici.

5.3 Particule dans un champ électrique

L’équation du mouvement d’une particule de masse m et de charge électrique ¢ placée dans un
champ électrique uniforme E est
F = ¢E = m¢ (5.37)

La solution de cette équation se trouve exactement comme dans le cas d’une particule dans un
champ gravitationnel uniforme, c’est-a-dire par intégration répétée :
E
i(t) = Lt + v,
q”;z (5.38)
r(t) = ——t* +vyt+r
(t) o T Vol T

ou v est la vitesse initiale de la particule et r, sa position initiale.
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Exemple. Un électron est au repos a ¢t = 0 et est ensuite accéléré par un champ électrique de
3 -10*V/m sur une distance de lem. quelle est sa vitesse finale? Soit ¢ le temps requis pour le
transit z, choisissons l'axe des = dans la direction du champ (E = EX) et 'origine a la position
initiale de 1'électron. Alors x = qEt?/2m = lcm et donc t = /2mx/qE. La vitesse finale est
alors v = gEt/m = \/2qEx/m. Vu que e = 1,6 x 107°%C, E = 3 x 10*V/m, z = 10~%m et
m = 9,11 x 1073'kg, on trouve v = 1,0 x 10'm/s, c’est-a-dire un trentiéme de la vitesse de la
lumiere.

Considérons maintenant le dispositif illustré sur la figure 5.5. Un champ électrique est établi entre
deux plaques d’un condensateur et un électron se déplacant parallelement aux plaques a ’entrée
du dispositif en sort avec un angle 6 et continue alors son mouvement de maniere rectiligne. Le
probleme est d’exprimer I’angle 6 en fonction de la longueur L du dispositif, de la vitesse v, de
I’électron le long de I'axe du dispositif et de I'intensité £ du champ électrique.

+ 4+ + +F + + + + + + + o+ T

Figure 5.5. Schéma d’un appareil servant a dévier un faisceau d’électrons.

Comme la force F = —eE (e est positif) est dirigée vers le haut, la composante v, de la vitesse de
I’électron est constante et le temps de transit au travers du dispositif est 7 = L/v,. La composante
en y de la vitesse sera donc, aprés un temps 7,

v, (7) = v,(0) + %T (5.39)

Comme v, (0) = 0, 'angle # sera donné par la relation

v, (T E EL
tanf = (7 T e (5.40)
v

2
- muv, muv;

Exemple. Prenons des valeurs réalistes. Si L = 107*m, F = 3 x 10°V/m et v, = 10'm/s, alors
tanf = 0,053, ce qui donne # ~ 0,053 rad.?

5.4 Mouvement dans un champ magnétique uniforme

Considérons une particule de charge g dans un champ magnétique B. D’apres I'éq. (3.28), I’équation
du mouvement est simplement

mv =qvAB (5.41)

Comme 'accélération est perpendiculaire a la vitesse v, la grandeur de cette derniere est constante :
d , )

V= 2v-v=0 (5.42)

2 On peut utiliser ici le développement de Taylor arctanf = 6 — %93 + %95 +
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Il s’agit d’une propriété générale du mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique
(sans champ électrique ou autre force).

Supposons maintenant que le champ magnétique est uniforme : B =

Bz. On peut vérifier facilement que le mouvement circulaire uniforme

est une solution de I’équation du mouvement. En effet, la force dans ce

cas doit toujours étre dirigée vers le centre, perpendiculaire a la vitesse B @

en tout temps (tout comme la force magnétique) et aussi perpendi-

culaire au champ magnétique, si le cercle est contenu dans le plan zy. F
Si le champ sort de la page, alors la vitesse doit étre dans la direction
indiquée ci-contre si la charge est positive, de sorte que F = gv A B.
La grandeur de la force centripete est alors F' = mw?R = quB, ou R
est le rayon du cercle. Comme v = wR, on trouve mw?R = qwRB,
ou encore w = g¢B/m. La fréquence du mouvement circulaire est donc indépendante du rayon du
cercle ou de la vitesse. Pour une raison historique, on ’appelle la fréquence cyclotron et on la note

W, :

(5.43)

Ayant démontré que le mouvement circulaire uniforme est une solution a 1’équation du mouve-
ment, nous n’avons pas démontré qu’il s’agit de la solution générale. Pour ce faire, écrivons les
composantes de ’équation du mouvement :

0, = —w,, (5.44)
v,= 0
ol w, pour le moment n’est qu’'un symbole correspondant & gB/m, sans l'interprétation d’une
fréquence. De la derniére des équations (5.44) on déduit que la composante en z de la vitesse est
constante. Pour résoudre les deux premieres équations, on dérive la premiere par rapport au temps

et on y substitue la deuxieme :
b, = w0, = —w, (5.45)

La solution a cette équation différentielle nous est connue :
v, (t) = Acos(w,t + ¢) (5.46)

o A et ¢ sont des constantes fixées par les conditions initiales. (notons qu’on peut adopter le
cosinus comme le sinus dans la solution générale de 1’équation différentielle). Une fois v, connu, v,
se calcule par la premiere des équations (5.44):

v,(t) = —Asin(w.t + ¢) (5.47)

La valeur de ¢ dépend de l'origine des temps et peut en toute généralité étre fixée a zéro. Quant a
I’amplitude A, ce n’est rien d’autre que la grandeur de la composante de la vitesse perpendiculaire
a B:

v2 + vg =% = A? (5.48)
On peut donc écrire la solution des équations (5.44) comme suit :

v(t) =v, (Xcosw,t —ysinw.t) + v,z (5.49)

ol v, est une constante.
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La position en fonction du temps s’obtient par simple intégration :

v
r(t) = —(Xsinw,t + §cosw,t) +v,t 2 (5.50)
wC

(nous avons choisi l'origine afin que la constante d’intégration soit nulle). La trajectoire décrite par
cette équation, lorsqu’on la projette sur le plan zy, est un cercle de rayon v, /w,, centré a l'origine
et décrit dans le sens horaire si w, est positif, antihoraire si w, est négatif (le signe de w, est bien
sur déterminé par le signe du produit ¢B). Dans l'espace, la trajectoire est hélicoidale. La période

de rotation dans le plan xy est T = 27/w, et est indépendante du rayon de I’hélice.

ARRARAN
WU

Figure 5.6. Trajectoire hélicoidale d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme B.

B®

(AN,
N/

Figure 5.7. Trajectoire d’'une particule chargée dans un cyclotron.

Le cyclotron

Le mouvement circulaire (ou hélicoidal) d’une particule chargée dans un champ magnétique est
I’objet de multiples applications. Signalons particulierement le cyclotron, dont le principe est il-
lustré schématiquement sur la Fig. 5.7. Ce dispositif, inventé au début des années 1930 par le
physicien américain Ernest Lawrence, vise a accélérer des particules chargées. Le principe du cy-
clotron original repose essentiellement sur le fait que la fréquence de révolution d’une particule
chargée dans un champ magnétique est indépendante du rayon du cercle (ou de la vitesse de la
particule) et ne dépend que de sa masse, de sa charge et de lintensité du champ magnétique
(w, = ¢B/m). Le cyclotron consiste en une chambre évacuée en forme de cylindre aplati (vu de
haut sur la figure) sur laquelle on applique un champ magnétique uniforme. La chambre est divisée
en deux hémidisques (1 et 2), entre lesquels est appliquée une différence de potentiel alternative
V', de fréquence w,.. Supposons maintenant qu'un ion positif, partant du point C, soit accéléré
par cette différence de potentiel de 2 a 1. une fois dans ’hémidisque du haut, il ne ressent que le
champ magnétique B et suit une trajectoire hémicirculaire qui le ramene vers I’hémidisque 2. Parce
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que la fréquence d’oscillation de la tension V' coincide avec la fréquence cyclotron w,, I’ion revient
a l'espace inter-électrode juste au moment ou le sens du champ électrique dans cet espace s’est
inversé, ce qui accélere de nouveau 'ion, mais vers le bas cette fois. Sa vitesse étant de nouveau
augmentée, le rayon de la trajectoire hémicirculaire de 1’ion dans 2 est plus grand, mais le temps
qu’il met a revenir a l’espace inter-électrode est toujours le méme et 'ion peut étre de nouveau
accéléré (vers le haut) quand il repasse de 2 & 1, et ainsi de suite. La trajectoire de I'ion est donc
une série de demi-cercles de rayons croissants. Lorsque le rayon devient comparable au rayon du
cyclotron, un dispositif supplémentaire éjecte I’ion dans une direction précise et il peut maintenant
servir de projectile a une expérience de physique subatomique. L’avantage du cyclotron, par rap-
port aux accélérateurs électrostatiques reposant sur une simple différence de potentiel, est que la
particule accélérée traverse plusieurs fois la méme différence de potentiel, sans que des tensions
colossales ne soient nécessaires.?

Figure 5.8. Configuration d’un champ magnétique permettant le confinement des particules chargées
et détail (a droite) de la direction des forces magnétiques effectuant ce confinement.

Le confinement magnétique

La force magnétique peut aussi servir a confiner des particules chargées dans un espace donné.
Considérons a cet effet la figure 5.8. Le champ magnétique est produit par deux anneaux de
courant situées aux extrémités supérieure et inférieure et les lignes de champ magnétiques montrent
un renflement au centre, ce qui indique que le champ est moins intense au centre que pres des
anneaux. D’autre part, une propriété fondamentale du champ magnétique est les lignes de champ
magnétique ne peuvent apparaitre ou disparaitre (elles sont forcément refermées sur elles-mémes).
Donc la direction du champ magnétique pres des anneaux est comme indiquée sur de détail de
I'encadré (a droite sur la figure). Supposons qu’'une particule chargée ait un mouvement hélicoidal
vers le haut. Comme les lignes de champ sont convergentes quand la particule s’approche de
Pextrémité supérieure, les forces magnétiques exercées en A et en B ont une composante dirigée
vers le bas, qui tend a inverser la progression de la particule le long de 'axe du champ et a la
retourner vers le bas. A 'extrémité inférieure, I'effet contraire se produit, de sorte qu’'une particule
peut rester prisonniere de cet espace, en autant que la composante verticale de sa vitesse ne soit

3 Signalons cependant que si la vitesse de la particule devient une fraction appréciable de la vitesse de la
lumiere, alors la fréquence de révolution perd son caractére constant et commence a dépendre de la vitesse.
Cet effet relativiste, étudié a la section 11.11, a laissé croire aux physiciens que le cyclotron ne pourrait
jamais accélérer des particules a une tres grande vitesse. Or, des modifications au désign original permettent
d’atteindre sans probleme des vitesses comparables a celle de la lumiere.
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pas trop élevée — elle pourrait alors avoir le temps de franchir 'anneau avant que la force de
confinement n’ait eu le temp d’inverser sa progression. Une tel dispositif est généralement appelé
bouteille magnétique, mais le schéma donné ici est bien stur une caricature qui ne sert qu’a expliquer
le principe de fonctionnement.

Le champ magnétique terrestre agit comme une bouteille magnétique repliée sur la Terre. Le champ
magnétique est plus intense pres des poles et plus faible vis-a-vis 'équateur. De plus, les lignes de
champ convergent vers les poles, élément essentiel a 'effet de confinement. Les particules chargées
en provenance du Soleil (vent solaire) peuvent alors étre capturées par le champ terrestre et forment
un anneau autour de la Terre. En fait, on compte deux anneaux (assez larges) de particules chargées,
respectivement a 1,5 et 3,5 rayons terrestres. Ces anneaux sont appelés ceintures de van Allen et
ont été découvertes au début de l’ére spatiale a ’occasion du lancement des premiers satellites
artificiels. Les aurores boréales et australes sont justement causées par des particules chargées plus
énergétiques qui réussissent a s’échapper des ceintures aux extrémités de la bouteille magnétique,
c’est-a-dire pres des poles, et qui ionisent ou excitent des molécules de 'atmosphere au passage.
Ce sont ces molécules excitées qui émettent la lumiere des aurores.

5.5 * Champs magnétique et électrique croisés

Considérons maintenant une charge g dans des champs électrique et magnétique uniformes et
Croisés :
E=FEx B=Bz (5.51)

Supposons que la charge est initialement au repos (v(0) = 0) et a l'origine (r(0) = 0). L’équation
du mouvement est

. q ~ o ~
V= E(EX +v,B%X — v, BY) (5.52)

Comme la composante en z de laccélération est nulle et que v,(0) = 0, la particule demeure
toujours sur le plan zy. En fonction des composantes, I’équation du mouvement est

. _qF +
Vo = Ty T (5.53)
Oy = —w,,

Avant de trouver la solution générale a ces équations, notons la solution particuliére suivante :

V) =0  v(t)= —gy (5.54)

Dans cette solution, la force électrique compense exactement la force magnétique, de sorte que la
force totale sur la particule est nulle et celle-ci se déplace & une vitesse constante.

Dans le but de trouver la solution générale aux équations (5.53), procédons & un léger changement
de variables :

E
v, =1, W= g (5.55)
En fonction de ces variables, les équations (5.53) deviennent
771 = wcny ﬁg = —W, (556)
La solution a ces équations est la méme que dans la section précédente :

0, = vy cos(w,t + @) n, = —v sin(w,t + 6) (5.57)
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ou vy et ¢ sont des constantes d’intégration. En retournant aux variables v, et v,, on trouve

v, (t) = v cos(w.t + @) v,(t) = —v; sin(w,t + ¢) — g (5.58)

La condition initiale v(0) = 0 fixe les constantes v, et ¢:

0 = vy cos(¢) ¢=—-7/2
: E = E (5.59)
OZUISIH¢+E n=3

les composantes de la vitesse sont alors
E E
v, (t) = B sinw,t v, (t) = E(coswct - 1) (5.60)

t):

—~

On integre par rapport au temps pour trouver la position r

z(t) = _wiB cosw,t + z(0)
ja (5.61)
y(t)= = inwt - 0]+ (0)

[

La condition initiale r(0) = 0 fixe les constantes x(0) et y(0):

E
x(t) = %—B(l — cosw,t)

Ja (5.62)
y(t) = ﬁ(sin w,t —w,t)

[

La trajectoire décrite par ces équations est une cycloide, la courbe décrite par un point sur la
circonférence d’un disque qui roule sans glisser sur 'axe des y.

Be

Figure 5.9. Cycloide suivie par une charge placée dans des champs électrique et magnétique croisés
(E = Ex et B= B3%).

Probleme 5.1

Démontrez 1'éq. (5.9), donnant la portée d’un projectile lancé d’une hauteur h au-dessus du sol, en fonction
de 'angle de tir 6.
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Probléeme 5.2

Une particule de masse m est soumise a une force sinusoidale :

F = Csin(wt) %

a) Déduisez une expression pour la position r(t) de la particule en fonction du temps et en fonction de sa
vitesse initiale (& t = 0) v et de sa position initiale r.

b) Faites un graphique de z(t) en supposant que vog =0 et rg = 0.

Probléme 5.3

Un type d’accélérateur de particules chargées fonctionne de la maniére suivante : un champ électrique alternatif
est appliqué dans une longue cavité et accélere les électrons qui y pénetrent par une extrémité. Comme le
champ change de direction deux fois par période, il ne peut pas accélérer les particules toujours dans la méme
direction! Pour remédier a ce probleme, on aménage des cavités plus petites a I'intérieur de la cavité principale.
Le role de ces petites cavités est d’écranter le champ électrique quand il est dans la mauvaise direction : lorsque
les particules pénetrent dans ces petites cavités, aucune force ne s’exerce sur elles; lorsqu’elles en ressortent,
le champ électrique est de nouveau dans la bonne direction pour les accélérer (voir la figure ci-dessous). Pour
que cela fonctionne, il faut placer les petites cavités aux bons endroits et leur donner la bonne longueur.
Supposons qu’on place N petites cavités, de longueurs L; (i = 1,2,..., N), aux positions x;. Pour simplifier,
supposons aussi que le champ électrique E = EX est uniforme et qu’il se retourne brusquement au bout d’une
demi-période T', comme si sa dépendance temporelle était celle d’'une onde carrée. Cette force donne aux
particules une accélération constante a = aX lorsqu’elles ne sont pas dans les cavités. A Tlintérieur de la ¢
cavité, la vitesse v; des particules est constante.

trée des
entrée des L L L L,
particules —] — — —
etc...
L1 [I— [ a | I—

| — |
(I I I I
0 Ty Ty X3 Ty

Probleme 5.3

Trouvez une relation de récurrence permettant de calculer z;, L; et v; en fonction de x;_1, L; 1 et v;_1. Cette
relation permet de déterminer les positions et longueurs de toutes les cavités, en supposant que les particules
ont une vitesse pratiquement nulle quand elles pénetrent dans 1’accélérateur.

Probléeme 5.4

Vous étes responsable d’un canon anti-char situé a ’origine. Un char ennemi est situé a une distance d, sur
Paxe des x (r = dX) & t = 0 et posséde une vitesse constante u = uy. Votre canon peut tirer un obus de
vitesse vy (& la sortie du canon). Vous avez le controle sur 'angle de tir § (mesuré par rapport a I’horizontale)
et sur Pangle azimutal ¢ (la direction de tir dans le plan zy, mesurée par rapport & Paxe des x). Le probleme
est de choisir 0 et ¢ de facon & atteindre la cible. Les variables suivantes sont utiles : w = sin® 6 et p = v% /g
(p est la portée maximale du canon). On néglige complétement la résistance de 'air.

a) Quelles sont les conditions & imposer sur d et u pour qu’il soit possible d’atteindre la cible?

b) Montrez que, pour atteindre la cible, on doit choisir

1 u\? u\? ? d\? 2uwg
w=54q1—(—| & 1—-1{— o et tanyp = Vvuw
o 0] D gd
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(indice : considérez s, la distance entre l'origine et le char au temps ¢ ou il est atteint, et exprimez s de deux
fagons différentes). Quelle est la signification physique des deux solutions (4 et —) et, en pratique, laquelle
des deux préféreriez-vous si vous étiez artilleur?

¢) Donnez une expression tres simple pour 6 et ¢ dans Papproximation u < vg et d < p (utilisez un

développement de Taylor), pour les deux solutions ci-haut (+ et —).

Probléeme 5.5

Considérons un pendule de masse m et de longueur ¢ suspendu a un pivot
fixe. Contrairement au cas étudié dans les notes de cours, ce pendule n’est
pas contraint d’osciller dans un plan, mais peut se mouvoir dans les deux
directions perpendiculaires a la tige qui le suspend.

a) Supposons que 'amplitude du mouvement du pendule est petite, c’est-

a-dire que son angle d’inclinaison 6 par rapport a la verticale est petit en
tout temps. Montrez que 1’équation du mouvement de ce pendule est alors
approximativement donnée par

a:—erL W = g

ou r, est la projection du vecteur position sur le plan horizontal : r| =
X+ yy.

b) Montrez que la solution générale a cette équation du mouvement est
z(t) = Asin(wt + «) y(t) = Bsin(wt + )

ou A, B, a et 3 sont des constantes qui dépendent des conditions initiales.

¢) Quelles sont les conditions que ces constantes doivent respecter pour que le mouvement du pendule soit (i)
lindaire (c’est-a-dire que l'oscillation soit contenue dans un méme plan vertical) et (ii) circulaire (c’est-a-dire
que le vecteur r (¢) trace un cercle dans le plan zy)?

d) Supposons maintenant que le pendule est en mouvement circulaire, mais que son inclinaison 6 par rapport a

la verticale, quoique constante, ne soit pas nécessairement petite (cf. figure ci-dessous). Exprimez la fréquence
w du mouvement circulaire en fonction de g, de £ et de 6.

Probléeme 5.6

Dans ce probleme, nous calculerons le retard d’une horloge grand-pere basée sur le pendule simple, lorsque
I'amplitude de son balancier diminue. La période du pendule est donnée par I’Eq. (5.29). A la suite de
cette équation, l'approximation harmonique est discutée, dans laquelle le cosinus est remplacé par son
développement de Taylor au deuxieme ordre. Dans cette approximation, la période est indépendante de
Pamplitude.

a) Supposons toujours que 'amplitude est petite, mais augmentons l'ordre d’approximation. Pour cela, util-
isons le développement de Taylor du cosinus au quatrieme ordre :

1
~1—102+ —¢*
cos 0 50 +249

Substituez ce développement dans la formule (5.29) et effectuez un développement de Taylor de l'intégrant
au premier ordre. Montrez que

{1 + i(w% +992)}

9.Jo /(pg_WQ
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Indice : vous devez utiliser le développement de Taylor de la fonction f(¢) = 1/4/1 + € autour du point € = 0.

b) Calculez cette intégrale et montrez qu’a cet ordre d’approximation

1
T Tyl + —?
0{ +16800}

On voit que la période dépend maintenant de 'amplitude.

c¢) Une horloge grand-peére a initialement une période de 2s, un balancier de 1m de long qui se déplace de 4cm

de part et d’autre de la verticale. Au bout d’une semaine, son amplitude a diminué de 10%. De ce fait, est-ce
que ’horloge retarde ou avance? De combien de secondes par jour?

Probleme 5.7

Une particule de charge g, de masse m et d’énergie E pénetre a l'intérieur
d’un spectromeétre de masse, c’est-a-dire d’une région dans laquelle un champ B®
magnétique uniforme B est appliqué. La trajectoire de la particule devient
alors circulaire et elle frappe la paroi & une distance d de son point d’entrée.
Exprimez d en fonction des autres parametres du probleme.

-

d
Probléme 5.8

On tire un petit projectile a la verticale, avec une vitesse initiale vy. Le probléme est de calculer son altitude
z en fonction du temps, en tenant compte de la gravité et de la résistance de I’air. Comme 'objet est petit,
on supposera que la résistance de l'air est exactement proportionnelle a la vitesse et que la force de résistance
est myv (en grandeur), m étant la masse de 'objet, v sa vitesse et v une constante. Nous supposerons que la
force de gravité est constante (on néglige sa variation en fonction de altitude). On adoptera comme origine
la position du tir (z = 0) et on supposera que le mouvement ne se produit que dans la direction z.

a) Soit v(t) la composante en z de la vitesse du projectile. Ecrivez I’équation différentielle que doit satisfaire
v(t) en fonction du temps, d’apres la deuxiéme loi de Newton.

b) Solutionnez cette équation différentielle avec la condition initiale v(0) = vp. L’équation s’integre facilement.
¢) Exprimez maintenant I’altitude z en fonction du temps, d’apres la solution trouvée a la partie précédente.

d) Montrez que altitude maximale atteinte par le projectile (zmax), en fonction des parametres vy, g et 7,

est

Vo V0
Zmax — — — %ln {1 + 7:|
Y Y g

e) Exprimez le résultat de la partie précédente (zmax) dans les limites (i) de tres faible résistance (v — 0)

et (ii) de tres forte résistance (y — o0). Quelles modifications mineures devrait-on apporter a I’équation
différentielle trouvée en (a) pour retrouver ces résultats plus simplement, sans passer par la solution trouvée
en (b)—(d)?

Probléeme 5.9

Un ressort de constante élastique k porte un plateau, de sorte M
que la masse de I’ensemble est m et que la hauteur d’équilibre =0
du plateau vide est z = 0 (ceci inclut leffet du poids du plateau
et du ressort). On dépose ensuite sur le plateau un objet de
masse M de poids Mg et on compresse le ressort jusqu’a ce que
le plateau soit & une hauteur zg < 0. Au temps ¢t = 0, on relache
le tout et I’ensemble plateau-objet accélere vers le haut. Dans

ce probleme, on néglige toute source de frottement.

a) Quelle est la hauteur d’équilibre a du plateau avec la masse
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M, c’est-a-dire la valeur de zj telle qu’aucun mouvement ne suit
la relache du plateau?

b) Soit z(t) et 2/(t) les coordonnées verticales du plateau et de la base de I'objet, respectivement. Tant que

l’objet repose sur le plateau, on a z = z’, mais il est possible que 'objet perde contact avec le plateau lors
de la montée du plateau, si |zg| est suffisamment grand. Ecrivez les équations différentielles du mouvement
séparément pour le plateau et 'objet (c’est-a-dire pour # et %’ respectivement), en tenant compte notamment
de la force normale N agissant entre le plateau et I'objet.

c) En supposant que 'objet reste en contact avec le plateau (donc que N > 0), obtenez la valeur explicite de
2(t) = 2/(t), en fonction de M, m, g, k et de z.

d) Trouvez la valeur minimum de |zg| au-dela de laquelle I’objet perdra contact avec le plateau & un moment

donné. Trouvez aussi la coordonnée z; a laquelle cette perte de contact se produira. Indice : la perte de contact
coincide avec I'annulation de la force normale V.

e) La perte de contact se produisant & un temps t1, auquel 'objet a une coordonnée z; et une vitesse 2,

donnez une expression mathématique pour la position z(¢) du plateau et la position 2/(t) de 'objet apres la
perte de contact. Exprimez votre résultat en fonction de ¢, t1, 21, 21, g, m et k.

f) Faites un schéma des fonctions z(t) et de 2/(¢) dans le cas ou il y a perte de contact, en indiquant bien z,

a, t1 et z1 et en indiquant ce qui se produit pour ¢ > ¢;. Un graphique précis n’est pas nécessaire, en autant
que le schéma soit qualitativement correct.

Probléeme 5.10

Une particule chargée (charge ¢) subit Ueffet d’un champ magnétique uniforme B = B%, d’un champ électrique
uniforme E = E§ et d’une force de résistance Fies, de la part du milieu dans lequel elle se déplace. Cette
force de résistance est proportionnelle a la vitesse et opposée a celle-ci : Fies. = —yVv, ol 7y est une constante.
On veut démontrer ici que la particule chargée suit une trajectoire initialement compliquée, mais qu’elle finit
par se déplacer & une vitesse constante v, (c’est-a-dire la limite de la vitesse quand ¢ — o). Vous pouvez
supposer que le mouvement est contenu dans le plan xy.

a) Démontrez qu’il est possible que la particule se déplace & vitesse constante en tout temps. Autrement dit,
démontrez que v(t) = v est une solution de F = ma dans ce cas-ci et calculez les composantes de v, en
fonction des parametres du probleme (E, B, = et ¢). Votre résultat est-il raisonnable quand (i) B = 0 et
quand (ii) v = 07 (C’est-a-dire : est-il intuitivement clair?)

La solution v(t) = v n’est valable que pour des conditions initiales tres particulieres : il faut que v(0) = v.
Supposons justement que v(0) # voo. Le probleme est maintenant de démontrer que v(t) — voo quand t — o0,
oll Vo est 'expression trouvée en (a). Dans ce but, utilisons I’astuce suivant : définissons le vecteur u = v—v.
Le vecteur u est a vitesse de la particule telle qu'observée a partir d’un référentiel se déplacant & une vitesse
V = v par rapport au référentiel d’origine.

b) Démontrez que le vecteur u satisfait & ’équation suivante :

d
md—ltl =—-vyu+quAB

c) Démontrez que la grandeur de u diminue exponentiellement avec le temps. Pour ce faire, prenez le produit

scalaire de u avec I’équation ci-haut et tirez-en les conséquences nécessaires (une équation différentielle pour
u?, par exemple). Enfin, concluez la preuve recherchée que v(t) — v quand t — oo.

Probléeme 5.11

Dans les années 1910, le physicien américain Millikan démontra directement la quantification de la charge
électrique en étudiant le mouvement de fines gouttelettes d’huile se déplacant entre les plaques d’un conden-
sateur, a I'aide d’'un microscope. Les gouttelettes sont soumises a la force de gravité, au champ électrique
qui régne entre les plaques et a la force de viscosité de I'air. Le but de I'expérience est de mesurer la charge
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électrique de chaque gouttelette. Le condensateur est orienté de sorte que le champ électrique est parallele a
la force de gravité. Le mouvement & étudier est donc purement unidimensionnel.

a) Premierement, on débranche le condensateur de sorte que le champ électrique est nul. Les gouttelettes ne

sont alors soumises qu’a la force de gravité et a la viscosité. On trouve que la vitesse limite d’une gouttelette est
Voo = 0,040 cm/s. Quel est alors le rayon R de la gouttelette? La densité de I’huile utilisée est p, = 800 kg/ m?.
La viscosité de ’air a 20° se trouve dans le tableau 4.1 des notes. La gouttelette est supposée parfaitement
sphérique et 'accélération gravitationnelle est g = 9,8 m/ s2.

b) On applique maintenant une différence de potentiel de 200 V aux bornes du condensateur, dont les plaques

sont séparées de 1 cm. La polarité est telle que la force électrique sur la gouttelette est dans le méme sens
que la gravité, et la nouvelle vitesse limite est de v., = 0,058 cm/s. Estimez la charge électrique ¢ de la
gouttelette a partir de ces données.

c¢) En supposant que la gouttelette part du repos, combien de temps prend-elle pour atteindre 99% de sa vitesse

limite? Vous n’avez pas besoin de refaire ici la démonstration faite en classe sur la vitesse de la gouttelette en
fonction du temps.

d) On a négligé la poussée d’Archimede dans ce probleme. En supposant que nos mesures ne sont précises

qua 1% pres, est-ce justifié? La densité de l'air est p, = 1,29 kg/m?.

Probleme 5.12

Dans un écran d’ordinateur ou de télévision, la déflection du faisceau d’électrons est effectuée a ’aide de
champs magnétiques : deux bobines croisées dévient les électrons horizontalement et verticalement, respec-
tivement. Pour illustrer comment la déviation dépend du champ appliqué et de la vitesse des électrons,
considérons le schéma suivant :

Probleme 5.12

Le champ sort de la page et n’est non nul qu’a l'intérieur de la bobine circulaire de rayon R indiquée. Les
électrons de vitesse v entrent au point E et sortent au point S. On place l'origine du systeme cartésien au
point E. A lintérieur de la bobine, les électrons suivent une trajectoire circulaire dont le rayon r est plus
grand que R.

a) Montrez que I'angle de déflection 6 est donné par la relation suivante :

tan - = —
2 T
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Indice : soit (x,y) les coordonnées du point S. Ce point est situé a la fois sur le cercle de la bobine et sur
un autre cercle (en pointillé sur la figure), de rayon r. Les coordonnées z et y doivent donc satisfaire les
équations de ces deux cercles et on peut, par élimination, les exprimer en fonction de R et de r. Vous pouvez
premierement déterminer sin @, et ensuite utiliser des formules de trigonométrie pour exprimer le résultat en
fonction de tan(6/2). Prenez soin de bien expliquer chacune des étapes de votre calcul.

b) Que vaut r en fonction de lintensité B du champ magnétique et de la vitesse v des électrons? Si R = 1

cm et v = 10'm/s, quelle valeur maximale de B (en tesla) est nécessaire, en supposant que I’angle 6 ne doit
jamais dépasser 30°7



6 Energie et Travalil

La solution exacte des équations du mouvement d’un systéme mécanique est en général impossible.
En fait, seuls quelques systemes relativement simples admettent une solution analytique complete
qui permette d’exprimer la position des particules explicitement en fonction du temps écoulé. Par
contre, méme pour des systemes tres complexes, il existe des lois de conservation qui stipulent que
certaines quantités, telles I’énergie, la quantité de mouvement et le moment cinétique, sont con-
servées au cours du temps. Ces lois de conservation nous permettent de caractériser partiellement
le mouvement du systeme, méme celui-ci ne peut étre calculé de maniere complete. Dans cette
section, nous allons définir 'une de ces quantités, 1’énergie, et décrire les circonstances ou elle est
conservée.

6.1 Dimension un

Commencons pas considérer le mouvement d’une particule de masse m contrainte de se déplacer
en une seule dimension, avec coordonnée x. Supposons que cette particule subit une force F(x)
qui ne dépend que de la coordonnée de la particule.! Ce dernier détail est important : il ne faut
pas que F' dépende de la vitesse de la particule (donc toute force de viscosité ou de frottement est
exclue) ou que F' dépende de maniere explicite du temps.? Dans ce cas, on peut définir la fonction
suivante, qu’on appelle le potentiel de la force F', ou encore 1’énergie potentielle de la particule au

point x :
dU

Uz) = —/F(m)dx ou F(x)= o (6.1)
T
L’intégrale ci-haut est indéfinie, et donc U(x) est défini & une constante additive pres.
D’autre part, on définit I’énergie cinétique K de la particule comme
K = 1imv’ (6.2)
et I'énergie totale £ comme
E=K+U(z)=imv*+U(z) (6.3)

Nous allons maintenant démontrer que ’énergie E est constante au cours du mouvement de la
particule, en vertu de la deuxieme loi de Newton et des définitions de K et U. Pour ce faire, il suffit
de calculer la dérivée totale par rapport au temps de ’énergie et de constater qu’elle s’annule :

dE _, i dU
dt 2 dt  dt
dv dU dx 6.4)
=im (20— — (
2m(”dt>+dxdt
=v(ma— F(z)) =0

La derniere égalité est valable en vertu de la deuxieme loi de Newton.

I Puisque nous sommes en une dimension, nous n’utiliserons pas la notation vectorielle dans cette sous-
section. F' représente donc la composante en = de la force, et non la grandeur de la force, qui est |F'|. De
méme, v représente la composante en x de la vitesse, etc.

2 Bien siir, la force dépend de manitre implicite du temps, car la position z(t) de la particule dépend, elle,
du temps. Cependant, elle ne doit pas dépendre du temps autrement que part I'intermédiaire de la position.
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Energie potentielle gravitationnelle

Considérons par exemple une particule se déplagant uniquement le long de ’axe vertical z, en
présence du champ gravitationnelle uniforme —g (composante en z). D’apres la définition (6.1), on
trouve ici

U(z) =— /(—mg)dz = mgz + cst. (6.5)

En fixant la constante d’intégration a zéro, ’énergie conservée est alors

dz
E = 1mv® +mgz v=— (6.6)
dt

Comme exemple d’application, considérons un objet lancé du sol (z = 0) a la verticale avec une
vitesse initiale v,. On demande de déterminer la hauteur maximale h atteinte par I'objet. L’énergie
de 'objet est au départ (= = 0) purement cinétique : E = 1muf. Au sommet de sa course (z = h)
I’énergie est purement potentielle car v = 0 a cet endroit et donc E = mgh. Comme 1’énergie est
toujours la méme, on trouve

2

v

mvi = mgh = h= 2—0 (6.7)

g

1
2

Energie potentielle élastique

Considérons maintenant un ressort de constante k susceptible d’étirement ou de compression dans
la direction « et choisissons l'origine au point d’équilibre du ressort. La force exercée sur une masse
m attachée au ressort est alors F'(z) = —kx (le signe — vient de ce que la force s’oppose au
déplacement). La définition (6.1) entraine alors

Ur) = — /(—k:x)dx = Lka? (6.8)
et I'énergie totale de la particule est

E = 1mv® + 1ka? (6.9)

Supposons maintenant que le ressort soit comprimé d’une longueur d et qu’il soit ensuite relaché.
On désire connaitre la vitesse maximale v, ,, de 'objet lors de son oscillation. 11 suffit alors d’égaler
I’énergie de I'objet au maximum de la compression, alors que v = 0, a I’énergie de 1’objet lorsque
x = 0, quand I’énergie potentielle est minimale et 1’énergie cinétique maximale. On trouve alors

k
E = 1kd* = imo} = Uy =1/ —d=wd (6.10)

max
m

ol w est la fréquence d’oscillation naturelle du ressort.

6.2 Dimension supérieure a un

A la sous-section précédente, nous avons démontré que si une particule se déplagant en une seule
dimension subit une force qui ne dépend que de la position de la particule, alors on peut définir
I’énergie potentielle (6.1) et I’énergie totale (6.3) est conservée. Nous allons maintenant généraliser
ce résultat au cas d’'une particule se déplacant en plus d’une dimension, en particulier en trois
dimensions.
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Supposons encore que la particule subit I'influence d’une force F(r) — la notation vectorielle est
rétablie — qui ne dépend que de la position de 'objet et non de sa vitesse ou du temps. On qualifie
cette force de conservative si le vecteur F est le gradient d’une fonction :

F=-VU(r) (6.11)

ou, exprimé en composantes cartésiennes,

ou ou ou

F,=—— F =—— F,=——

I Ox Y Oy i 0z

(Pannexe 6.9 explique la notion de gradient). La fonction U(r) est encore appelée le potentiel
associé a la force F', ou encore ’énergie potentielle de la particule.

(6.12)

L’énergie de la particule est toujours définie par

E=K+U(r) K = imv’ (6.13)

sauf que I’énergie cinétique fait intervenir le carré de la grandeur de la vitesse, v2, et non une seule
composante comme en dimension un. Pour démontrer que E est conservée, il suffit encore d’en
calculer la dérivée par rapport au temps et de constater qu’elle s’annule :

dE d

BT (Amv? + U(r))
_ dv dr (6.14)
=mv- o + VU (r) 5

=v-(ma—F)=0

Notons que nous avons encore supposé dans ce calcul que 'énergie potentielle U ne dépend pas
explicitement du temps, mais qu’elle ne varie dans le temps que parce que la position r de la
particule varie. Dans le cas contraire, par exemple si 'objet qui produit la force F se déplace, le
calcul ci-haut est inapplicable et doit étre généralisé de maniere appropriée (nous reviendrons sur
cette question plus bas). Notons aussi que nous avons calculé la dérivée par rapport au temps de
U par la regle d’enchainement :

dU 9Udx 0oUdy 0Udz dr

5t g = VU@

At dr dt | Qy dt | 9z dt (6.15)

La relation dE/dt = 0 constitue la loi de conservation de 1’énergie, démontrée ici pour une particule
dans un champ de force externe dérivé d’un potentiel.

D’apres la relation (6.11), le potentiel n’est défini qu’a une constante additive preés : ajouter une
constante au potentiel ne change pas la force qui en découle. Choisir cette constante revient a
choisir un point dans ’espace ou le potentiel s’annule, et constitue une convention.

Notons tout de suite la différence essentielle entre les cas unidimensionnel et tridimensionnel :

en une dimension, toute force F'(x) qui ne dépend que de la coordonnée z posseéde un potentiel,

défini & une constante additive preés par 'intégrale (6.1). Par contre, en dimension D > 1, il n’est

pas garanti que la force F(r) dérive d’'un potentiel : dans I'affirmative, la force est qualifiée de

conservative, mais le contraire est mathématiquement possible. Plus précisément, on démontre

quun champ de force F(r) est conservatif si et seulement si la condition suivante est respectée :
OF, _ OF, oF, _ OF, oF, OF,

. : L= 1
0z oy ' 0z Ox ' Ox oy (6.16)
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En analyse vectorielle, cette condition revient a demander que le rotationnel du champ vectoriel
F(r) soit nul. En pratique, cette condition est le plus souvent respectée. L’exception notable est
le phénomene d’induction électromagnétique, ot un champ magnétique qui varie dans le temps
induit un champ électrique qui ne respecte pas cette condition.?

Forces centrales

Une force est qualifiée de centrale si elle est toujours dirigée dans la direction radiale ¥ (en coor-
données sphériques) et qu’elle ne dépend pas des angles. Autrement dit, une telle force s’exprime
comme suit :

F(r) = F(r)i (6.17)

Les forces centrales sont toujours conservatives et le potentiel associé est donné par ’expression
suivante :

Ur) = / " P ar (6.18)

La constante r, indique le zéro de I'énergie potentielle. Dans certains cas, on peut choisir 7, = oo,
dans d’autres, r, = 0, etc. En effet, le calcul du gradient en coordonnées sphétiques donne
ou

F=-VU=—">f=F()t (6.19)

Remarque : toutes les forces centrales sont conservatives. En revanche, une force peut ne pas étre
centrale et étre conservative : le caractere central d’une force est une condition suffisante, mais
non nécessaire. L’exemple le plus simple d’une force non centrale mais conservative est la somme
de deux ou plusieurs forces centrales avec des centres d’attractions différents. Dans ce cas, la force
nette n’est pas toujours dirigée vers le méme point, mais elle dérive quand méme d’un gradient :
le potentiel de la force totale est la somme des potentiels des différentes forces centrales en cause.

Force gravitationnelle
La force gravitationnelle créée par un objet de masse M, fixe a l'origine, sur un objet de masse m
a une distance r de 'origine est un exemple de force centrale :

GMm

F(r) = — 5 £ (6.20)

Le potentiel associé se calcule comme indiqué ci-haut, avec r; — oo :

U(r) = —/ GMmdr’

,r/2
[GMm]OO
,r/
_GMm

r

(6.21)

r

L’énergie totale d’une particule de masse m dans le champ gravitationnel fixe d’un objet de masse

M est donc
s GMm

E =1mv?—

! (6.22)

r

3 Les champs électrique et magnétique contiennent aussi une certaine énergie et c’est la somme de cette
énergie des champs et de I'énergie des particules qui les subissent et les créent qui est conservée. La loi de
conservation de I’énergie est donc plus subtile dans ce cas.
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Le choix de l'infini comme point de référence est naturel dans ce cas-ci, parce que la force grav-
itationnelle diminue suffisamment rapidement avec la distance. Ainsi, un objet infiniment éloigné
d’un autre peut étre considéré comme libéré de son influence gravitationnelle et il est alors naturel
d’y associer le zéro de 1’énergie potentielle.

Force électrique
La forme mathématique de la force électrique est tres semblable a celle de la force gravitationnelle.
On voit immédiatement que 1’énergie potentielle électrique d’'une charges ¢, en présence d’une
charge ¢, fixe a 'origine est

Ulr) = k2% (6.23)

r

Si les deux charges sont de méme signe (q,q, > 0) il y a répulsion et I’énergie potentielle augmente
quand r diminue. Au contraire, si les deux charges sont de signes opposés (¢,q, < 0), il y a attraction
et I’énergie potentielle diminue quand r augmente.

6.3 Potentiel gravitationnel

Récrivons l'expression (6.21) pour 1’énergie potentielle d’une particule de masse m au point r en
présence d’une masse m; située au point ry:

mm,

Ur) = -G (6.24)

v —r|

En vertu du principe de superposition, cette expression se généralise immédiatement au cas de N
masses m, situées aux positions r;:

Z - | (6.25)

Définissons maintenant le potentiel gravitationnel V' (r) comme 1’énergie potentielle gravitationnelle
U(r) divisée par la masse m de la particule qui ressent la force :

V(r) = iU(r)

N
N Z1:|r—r|

L’avantage de cette définition est que V(r) est indépendant de la particule ressentant la force et
est directement relié au champ gravitationnel g:

g(r) =—-VV(r) (6.27)

(6.26)

Potentiel gravitationnel d’un objet sphérique

Nous avons mentionné plus haut qu’un objet sphérique* exerce une force gravitationnelle identique
a celle qu’exercerait un point de méme masse situé en son centre. Voici venu le temps de démontrer
cette assertion. Nous le ferons pour le potentiel gravitationnel et non pour le champ, ce qui est

4 Plus précisément, un objet dont la distribution de masse ne dépend pas des angles, mais seulement de la
coordonnée radiale 7.
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do

Figure 6.1. Coquille sphérique de densité superficielle o et de rayon R produisant un potentiel gravi-
tationnel au point r, a une distance r du centre. Tous les points situés sur ’anneau indiqué sont a une
distance d du point P et sous-tendent un angle 6 avec le centre et le vecteur r.

plus simple, mais revient au méme. En fait, nous le démontrerons pour une coquille sphérique tres
mince de rayon R et de densité superficielle . Référons-nous pour cela a la figure 6.1.

Divisons la coquille sphérique en anneaux, de telle facon que chaque anneau soit situé a une distance
constante d du point r. Considérons en particulier un anneau situé a une coordonnée angulaire 6
et dont la largeur sous-tend un angle df. La masse dm de cet anneau est égale a sa superficie fois
la densité o:

dM =27Rsinf x o x Rdf (6.28)

En fonction de 6, la distance d s’obtient par la loi des cosinus :
d> = R* +r? — 2Rrcosf (6.29)
La contribution de cet anneau au potentiel gravitationnel est donc

- 21 R%0sin 6 dO
VR2+ 12 —2Rrcosf

Le potentiel total au point r est obtenu en intégrant cette expression de § = 0 a § = w. Définissons
la variable z = cos#. Alors dz = —sin #df et on obtient plutot

1
V(r)= —QWGRQO'/ dz !
1 VR2+1r2—2Rrz

1
= —21GR?%0 x S [\/R2 + 72— 2R7“z}
rR -1

dv(9) = (6.30)

(6.31)

= om0 G { R — /BT 1P}
_ 2mG§(yR | =R+ 1))

Si R > r (a lintérieur de la coquille) expression entre parentheses devient —2r, alors que si R < r
(a Dextérieur), elle devient —2R. Donc

—4mtRoG = —-G— (r<R)

4nR? M
-G ”f" --G— (>R

coquille : V(r)= (6.32)
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ol M = 47 R?0 est la masse de la coquille.

Comme le potentiel gravitationnel V' est constant a 'intérieur de la coquille, son gradient VV est
nul et le champ gravitationnel s’annule. Par contre, a ’extérieur, le champ gravitationnel est

M
g(r)=-VV(r)= —Gﬁf' (extérieur) (6.33)

Considérons maintenant un objet sphérique de rayon R dont la densité volumique p(r') ne dépend
que de la distance 7’ au centre de la sphére. On peut alors diviser cette sphére en une série de
coquilles concentriques d’épaisseur dr’, chacune de ces coquilles portant une densité de masse par
unité de surface égale & o = p(r')dr’. La masse de chacune de ces coquille est alors

dM (") = 4nr”p(r')dr’ (6.34)

Le champ gravitationnel a ’extérieur de la sphere de rayon r est donné par la somme des champs
gravitationnels causés par les coquilles de rayons r’ < r:

g(r) = _G/OT d‘]\iy/) — _G]Wr(;) (6.35)

ou M (r) est la masse totale incluse dans la sphere de rayon 7 :

M(r) = /0 ' dM (r')dr' = 4x /0 2 p(r’)dr’ (6.36)

Par exemple, supposons que la densité p d'une planéte de rayon R et de masse totale M, soit
constante. Dans ce cas,

47 r\3
M(r) = S pr = My, () (6.37)
et donc le champ gravitationnel g, en fonction de la distance r au centre de la planete, est
o
—GMtotﬁr (7’ < R)
g(r) = 1 (6.38)

—GMtotﬁf* (r>R)

Finalement, mentionnons que cette propriété du champ gravitationnel d’un objet sphérique de se
comporter comme si sa masse était concentrée en son centre dépend crucialement de la dépendance
en 1/r% de la force gravitationnelle et ne serait pas vraie si la force avait une dépendance différente en
fonction de 7. Comme la force électrique a aussi une dépendance en 1/72, cette propriété s’applique
aussi a un objet chargé: un objet sphérique sur lequel on distribue une charge électrique de maniere
symétrique produit un champ électrique comme si toute sa charge était concentrée en son centre,
en autant que ’observateur se situe a l'extérieur de I'objet.

Force exercée sur un objet sphérique

Nous avons démontré que le champ gravitationnel causé par un objet sphérique est identique a
celui que causerait le méme objet si toute sa masse était concentrée en son centre. La contrepartie
de cette affirmation est que la force gravitationnelle totale exercée par un point matériel sur un
objet sphérique est la méme que si toute la masse de I'objet sphérique était concentrée en son
centre. Ceci est une conséquence directe de la troisieme loi de Newton. Or, en vertu du principe
de superposition, cela vaut aussi si le champ gravitationnel ressenti par 1’objet sphérique n’est
pas causé par un simple point matériel, mais est quelconque. Ainsi, la Terre et la Lune, dans
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I'approximation sphérique, exercent mutuellement des forces gravitationnelles identiques a celles
qu’exerceraient des points mathématiques.

Potentiel gravitationnel a la surface de la Terre

Supposons maintenant que la Terre est parfaitement sphérique et considérons 1’énergie potentielle
gravitationnelle & la surface de la Terre. Si R, est le rayon terrestre, h la hauteur d’'un objet
au-dessus du niveau du sol et si h < R, alors 'énergie potentielle admet un développement de
Taylor qu’on peut facilement tronquer au premier ordre :

GMm
U(h)*_R@M

~ GMm 1
R, 1+h/R,

_ Gm <1_h+ ) (6.39)
R, R
GMm GMmh
R, R%

Le premier terme est une constante sans importance. Le deuxiéme n’est autre que mgh, ou
g = GM/R2 est Paccélération gravitationnelle a la surface de la Terre. On retrouve donc cette
expression familiere comme un cas approximatif de I'expression (6.21).

Energie potentielle gravitationnelle et centre de masse

Considérons un objet macroscopique sous 'influence d’un champ gravitationnel uniforme g = —gz
a la surface de la Terre. L’énergie potentielle gravitationnelle de chaque particule formant ’'objet
est m;gz;, ou z; est la coordonnée verticale de la ™ particule par rapport a une certaine référence.
L’énergie potentielle totale de I’'objet dans ce champ gravitationnel est alors la somme des énergies
potentielles de chaque particule formant ['objet, a savoir

U= Z m;gz; =g Z m;z; = Mtot.chm (640)

ou Z,, est la composante en 2z de la position du centre de masse R_,. Donc, en ce qui regarde
I’énergie potentielle dans le champ de pesanteur terrestre, on peut considérer que la masse d’un
objet est concentrée en son centre de masse. Cependant, ceci n’est vrai que si le champ gravita-
tionnel est uniforme. Si les dimensions de ’objet sont si grandes que le champ gravitationnel varie

de maniere appréciable le long de 'objet, alors ce résultat n’est pas applicable.

6.4 Mouvement a un degré de liberté

L’une des notions les plus importantes de la mécanique, surtout dans ses formulations plus avancées,
est celle de degré de liberté. On dit qu'un systeme mécanique possede N degrés de liberté si
N variables (ou “coordonnées”) sont nécessaires pour spécifier complétement la configuration du
systeme. Par exemple, une particule libre de se déplacer en trois dimension possede trois degrés
de liberté, car trois variables (z,y, z) sont requises pour en spécifier la position. Un systeme de M
particules possede 3M degrés de liberté, car 3 coordonnées par particules sont requises. L’imposition
de contraintes mécaniques peut diminuer le nombre de degrés de liberté. Par exemple, deux masses
reliées par une tige rigide possedent 5 degrés de liberté : la contrainte de distance fixe entre les
particules a éliminé I'un des 6 degrés de liberté des deux particules. Trois des cinq degrés de liberté
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servent a spécifier la position d’une des particules, et les deux autres servent a spécifier la direction
de 'autre particule, connaissant la position de la premiere.

La conservation de I’énergie est tres utile en général, mais dans le cas d’un systeme a un seul degré
de liberté, elle permet de résoudre completement le mouvement du systéeme. Donnons premierement
quelques exemples de systemes a un seul degré de liberté :

1. Un pendule, dont la tige a une longueur fixe, contraint d’osciller dans un plan. La seule variable
nécessaire pour spécifier la configuration du pendule est 'angle ¢ entre la tige et la verticale.

2. Une masse reliée a un ressort et ne pouvant osciller que dans une direction. Une seule coordonnée
(disons x) est nécessaire.

3. Une voiture se déplacant sur les rails de montagnes russes. Seule la distance s parcourue par la
voiture le long des rails est nécessaire.

Dans le cas d’un objet contraint de se déplacer en une seule dimension, nous avons déja vu comment
la notion d’énergie peut étre utile (section 6.1). Si 'objet se déplace en plusieurs dimensions,
sous l'influence d’'un champ de force conservatif, mais qu’il est contraint de suivre une courbe
prescrite et fixe, comme une voiture sur ses rails, alors la conservation de I’énergie est tout aussi
facilement applicable qu’en une dimension, car les forces de contraintes qui maintiennent 1’'objet
sur sa courbe ne peuvent changer 1’énergie cinétique de la particule, car elles agissent toujours
perpendiculairement a la vitesse (voir section 6.6)

Reprenons I'exemple du pendule, tel qu’illustré a la page 52. L’énergie totale du pendule, en fonction
de I'angle ¢, est
E= %mv2 + mgh = %m(&p)Q — mgl cos ¢ (6.41)

(le zéro d’énergie potentielle gravitationnelle est placé & la hauteur du pivot). La conservation de
I’énergie nous permet d’exprimer la vitesse angulaire ¢ du pendule en fonction de 'angle ¢ :

d [2F
i + 2glcos (6.42)
dt m

En principe, cette relation permet de trouver I'angle ¢ en fonction du temps ¢, par intégration :

fdy —dt = t={ / de (6.43)

[2F [2F
— 4+ 2g¢ — + 29/
m + 2gf cos ¢ o + 2gfcos ¢

Avec quelques réaménagements, cette équation est identique & I’Eq. (5.28). En effet, 'application du
principe de conservation de I’énergie et de la notion de force conservative n’est qu’un cas particulier
de la méthode du facteur intégrant, pour les systemes a un degré de liberté.

La conservation de I’énergie nous permet aussi de calculer 'accélération angulaire du pendule, et
par 1a d’obtenir ’équation différentielle du mouvement. Plus explicitement, calculons la dérivée
par rapport au temps de ’énergie :

dF

i mlp(lp + gsin p) (6.44)

Cette dérivée doit étre nulle, puisque ’énergie est conservée. On en déduit soit que ¢ = 0, ce qui
ne peut pas étre toujours le cas a moins que ¢ = 0, soit que

b+ %singo =0, (6.45)
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ce qui coincide avec I’Eq. (5.16).

Quel est 'avantage de procéder de cette fagon? Il est en général plus simple de calculer I’énergie
totale d’un systéme avec contrainte (la contrainte dans le cas du pendule est que la longueur de
la tige est constante) que de résoudre toutes les forces agissant sur le systéme, car on n’a alors
pas besoin de considérer la force de contrainte (la tension de la tige, dans le cas du pendule). En
fait, la formulation de la mécanique en fonction de I’énergie cinétique et de ’énergie potentielle est
I’objet de la mécanique de Lagrange et de la mécanique de Hamilton, étudiées dans les cours plus
avancés.

6.5 Energie potentielle et stabilité

Pour les fins de la présente discussion, considérons une particule qui se déplace en une seule
dimension, décrite par une coordonnée x. Le champ de force est alors une simple fonction F'(z) et
la force pointe vers la droite si F' > 0, vers la gauche si F' < 0. Le potentiel de cette force est une
fonction U(x) dont la dérivée est ainsi reliée a la force :

dU

Fla) =~ (6.46)

Ul (.’E) instable

instable

Ty Ty T3 x

Figure 6.2. Points d’équilibres stable (z2) et instable (z1 et x3) sur un graphique d’énergie potentielle
en une dimension. Les fleches sur I’axe indiquent la direction de la force dans chacune des régions.

On dit que le point z; est un point d’équilibre si la force est nulle & cet endroit : F(x,) = 0;
autrement dit, si la dérivée du potentiel s’annule a x,. On qualifie I’équilibre de stable si, lorsqu’on
déplace la particule légerement de z, la force tend a la faire revenir vers z,. Cette condition est
remplie si la dérivée de la force est négative au point z,. En effet, en effectuant un développement
de Taylor de F(z) autour du point z,, on trouve

F(z) = Fzg) + (2 = x) F' (o) + - - (6.47)

Dans I'hypothese que F(z,) = 0 et F'(z,) < 0, la force est négative (c.-a-d. vers la gauche) si
x > x; et positive (c.-a-d. vers la droite) si z < z;, ce qui correspond bien a la notion de stabilité.
Dans le cas contraire, si F'(z,) > 0, la force a tendance a éloigner la particule de z, si cette
derniére en est légerement déplacée : I’équilibre est qualifié d’instable. En fonction du potentiel U,
un point d’équilibre stable x;, correspond aux conditions U'(z,) = 0 et U"(x,) > 0, alors qu'un
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point d’équilibre instable correspond aux conditions U’(z,) = 0 et U”(x,) < 0. Le développement
de Taylor de I'énergie potentielle U(z) autour d’un point d’équilibre x, s’écrit

U(z) = Ulzg) + 3U" (o) (x — 2)* + - -

(le terme linéaire en = — x, s’annule puisque U'(z,) = 0). Si & — z,, reste petit, c’est-a-dire si la
particule ne s’éloigne pas beaucoup du point d’équilibre, alors on peut tronquer la série de Taylor
au terme quadratique sans faire une trop grande erreur. L’énergie potentielle affecte alors la forme
d’une parabole. Si I’équilibre est stable, le potentiel a alors la méme forme que pour une masse liée
a un ressort obéissant a la loi de Hooke, avec une constante de rappel k = U"(z).

Si la dérivée deuxieme du potentiel s’annule (U”(z,) = 0) au point d’équilibre, alors il faut se
rendre jusqu’au terme cubique dans le développement de Taylor :

Ulz) = Uleg) + U (ap) (= )" + -
et ’équilibre est alors instable, car la force a le méme signe de part et d’autre du point d’équilibre,
de sorte que I'objet s’éloigne de z, si on le déplace légerement vers la gauche (si U®)(z,) > 0) ou
vers la droite (si U®)(x,) < 0). Plus généralement, c’est le premier coefficient non nul de la série
de Taylor (outre le terme constant) qui détermine la nature de I’équilibre. Si tous les coefficients
sont nuls sauf le terme constant, alors I’énergie potentielle est simplement une constante dans cette
région de ’espace et la force est nulle. On parle alors d’équilibre indifférent.

La notion de stabilité s’applique aussi tres facilement aux systémes qui, sans étre strictement
unidimensionnels, n’ont qu'un seul degré de liberté. Considérons par exemple un pendule rigide,
c’est-a-dire une masse m attachée a l'extrémité d’une tige rigide sans masse de longueur ¢, dont
lautre extrémité est fixée a un pivot, comme a la section précédente. L’énergie potentielle du
pendule en fonction de 'angle d’inclinaison ¢ est

U(p) = —mglcos p (6.48)

La force correspondante est obtenue en appliquant le gradient en coordonnées cylindriques :

10U

F,(p) = 1 = —mgsinp (6.49)
Il y a deux points d’équilibre : ¢ = 0 et ¢ = 7. La dérivée de la force est
1
F:o(gp) = _ZU”((P) = —mg cos (6.50)

L’équilibre est donc stable & ¢ =0 (U”(0) > 0) et instable & ¢ = 7 (U"(7w) < 0).

La généralisation a plusieurs dimensions et plusieurs particules de la notion de stabilité est plus
délicate. Encore que la condition d’équilibre soit bien évidemment donnée par F(r) = 0, expression
mathématique de la condition de stabilité est plus compliquée. Il faut que le systeéme en son entier
ait tendance a revenir a son point d’équilibre si on le déplace légerement et ce, quelque soit la
direction de ce déplacement. Ceci n’est pas toujours possible. En particulier, on montre qu’une
particule se déplacant dans un champ gravitationnel (ou un champ électrique) ne peut pas jouir
d’un équilibre stable, mais seulement d’un équilibre instable. Ce serait le cas, par exemple, d’une
particule située a un point intermédiaire entre la Terre et la Lune ou les forces gravitationnelles
exercées par ces deux astres se compensent mutuellement. Dans ce cas, I’équilibre pourrait sembler
stable dans une direction, mais il serait instable dans une autre direction.
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6.6 Travail

La notion de force conservative a été définie par la notion de potentiel d’une force. Etroitement
liée a cette notion est celle du travail d’une force, que nous expliquons ici.

La définition élémentaire du travail d’une force F uniforme (c’est-a-dire constante dans I’espace)
est le produit de la force par le déplacement : si une particule se déplace de maniere linéaire du
point initial (r;) au point final (r;), alors le travail de la force F sur cette particule est

W=F-:(r;—r) (6.51)

En fait, cette définition n’est pas tres utile, parce qu'une particule ne se déplace généralement pas
sur une droite et la force appliquée n’est généralement pas uniforme. Il faut donc généraliser la
notion de travail a une trajectoire courbe.

Supposons que la particule soit initialement au point r; et qu’elle se déplace selon une trajectoire
C jusqu'au point ry. En chaque point r de sa trajectoire, la particule subit une force différente
F(r). La définition correcte du travail consiste & subdiviser la trajectoire en un grand nombre N
de segments linéaires (cf. Fig. 6.3). Si chacun des segment est suffisamment petit, on peut négliger
la variation de la force le long du segment et définir le travail le long du segment comme en (6.51).
Le travail total le long de la trajectoire est alors la somme du travail effectué sur chaque segment :

N
W~ Z F(rn) : Arn (Arn =T, — rnfl) (652)
n=1

(notons que ry = r; et que ry = r;). Dans la limite ot N — oo et ou la taille des segments tend
vers zéro, cette définition du travail devient exacte et est donnée par une intégrale :

N
W[C] = lim ZF(rn)-Arn:/Cdr-F(r) (6.53)

N—o0

Le travail W[C] dépend a priori du chemin C' utilisé pour aller de r; a r;. En particulier, si le
chemin C est inversé, c’est-a-dire s’il est parcouru en sens inverse, de r; a r;, alors le travail change
de signe. On écrit alors

W[C™ = -WI[C] (6.54)

ot C~! désigne le méme chemin que C, mais parcouru dans le sens opposé. D’autre part, si on
place deux chemins C' et D bout a bout, la fin de 'un coincidant avec le début de 'autre, et qu’on
désigne par C'D le chemin complet ainsi obtenu, on a la relation

W[CD] = W[C] + WD (6.55)

Théoréme travail-énergie

La définition du travail étant énoncée, nous pouvons maintenant démontrer le théoréme travail-
énergie: si F est la force totale exercée sur la particule et C' la trajectoire réelle de la particule,
alors le travail de F le long de C est égal au gain d’énergie cinétique de la particule (énergie
cinétique finale moins énergie cinétique initiale):

(6.56)
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Figure 6.3. La définition générale du travail nécessite le remplacement d’un chemin C' par un ensemble
de N segments linéaires et la prise de la limite N — oo.

La démonstration est simple : comme F est la force totale et C' la trajectoire réelle de la particule,
alors F = ma et on peut transformer I'intégrant de (6.53) de la maniére suivante :

dv dr

F-dr=ma-dr=m— dr=mdv: — = mdv-v = imd(v?) (6.57)
dt dt
L’intégrant est donc une différentielle totale et
WIC| = %m/ d(v?) = %mvjzc — imv? (6.58)
c

Le théoreme est donc démontré.

Travail et forces non conservatives

D’apres la définition (6.11), toute force qui dépend de la vitesse n’est pas conservative. C’est le cas
d’une force de résistance au mouvement, causée soit par la viscosité, la turbulence ou le frottement.’
Décomposons maintenant la force totale F agissant sur une particule en une partie conservative
F .= —VU et une partie non conservative F’:

c

F=-VU+F (6.59)

Le travail W peut aussi étre décomposé en deux termes : W = W, + W’. Calculons maintenant la
contribution W, de la force conservative au travail :

WC:/FC~dr:—/VU-dr:—/dU:—Uf—i—Ui (6.60)
c c c '
Le théoreme travail-énergie s’exprime donc comme suit :

W -U;+U,=K;-K, = W' =E;-F, (6.61)
Autrement dit, le travail des forces non conservatives est égal au gain d’énergie totale de la particule.

Maintenant, les forces non conservatives peuvent étre divisées en deux types : (i) les forces dites
dissipatives, qui s’opposent au mouvement, comme celles causées par la viscosité, la turbulence et le

5 Dans ce dernier cas, la force ne dépend apparemment pas de la vitesse, mais ce jugement est hatif : la force
de frottement ne dépend peut-étre pas beaucoup de la grandeur de la vitesse, mais elle dépend de la direction
de la vitesse, car elle s’oppose toujours au mouvement.
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frottement dynamique, et (ii) Les forces de contrainte, qui sont toujours perpendiculaires a la vitesse
de lobjet (F-v = 0). Comme les forces dissipatives sont grosso modo opposées a la vitesse, leur
travail est négatif et elles ne peuvent que diminuer I’énergie mécanique de la particule. Par contre,
les forces de contrainte ne peuvent exercer aucun travail, car elles sont toujours perpendiculaires
au déplacement :

F-dr=F -vdt=0 (6.62)

La force magnétique F, .. = qv A B, quoiqu’elle ne soit pas considérée habituellement comme une
force de contrainte, entre dans cette catégorie. La force de frottement statique entre aussi dans
cette catégorie, car elle s’applique en I’absence de déplacement (v = 0). En résumé, les forces
dissipatives vont diminuer ’énergie totale E d’un objet, alors que les forces de contrainte (incluant
la force magnétique) vont la conserver (méme si elles ne sont pas appelées conservatives au sens
strict de ’éq. (6.11)).

Travail et chemin parcouru

Le travail d’une force conservative est indépendant de la trajectoire C et ne dépend que de la valeur
de la fonction U aux points de départ et d’arrivée. C’est ce qui ressort du calcul (6.60). L’inverse
est aussi vrai : si le travail d’une force F(r) qui ne dépend que de la position est indépendant du
chemin C suivi pour le calculer, alors cette force est conservative au sens de I’éq. (6.11) : elle est le
gradient d’une fonction. La preuve en est simple : il suffit de trouver une fonction U(r) qui puisse
servir de potentiel. Or, une telle fonction est le travail effectué par le force F du point r jusqu’a
un point de référence fixe O, qui peut étre 'origine, 'infini, ou tout autre point convenable :

U(r) = /O F-dr (6.63)

Par hypothese, cette quantité ne dépend pas du chemin emprunté pour le calculer et le potentiel
U(r) est une fonction bien définie de la position. D’autre part, son gradient est bien relié a la
force par la relation (6.11). Ceci se démontre en considérant le travail effectué le long d’un segment
infinitésimal dr originaire du point r, comme la différence du travail de O a r 4+ dr et du travail de
Oar:
W =F(r)-dr
=U(r) —U(r +dr) (6.64)
=—VU(r)-dr

Comme cette relation est vraie pour tout vecteur dr infinitésimal, on a nécessairement 1’égalité
(6.11). En résumé, le fait que le travail soit indépendant du chemin et que la force soit le gradient
d’une fonction sont des propriétés équivalentes, qui caractérisent une force conservative.

6.7 Energie de plusieurs objets en interaction

Jusqu’ici nous n’avons discuté que de 'énergie potentielle d’'une particule en mouvement dans un
champ de force créé par d’autres particules que nous considérions fixes. Il s’agit d’une approximation
valable quand ces autres particules sont trés massives en comparaison de la particule étudiée. La
loi de conservation de I’énergie peut donc nous sembler fragile, car lorsqu’une particule se déplace
dans le champ de force d’autres particules, ces derniéres ne sont généralement pas fixes, mais
se déplacent, notamment en raison de leurs influences mutuelles et de l'influence de la particule
étudiée. Le champ de force F(r) étudié a la section 6 dépend donc du temps, ce qui invalide la
relation (6.14) et la conservation de 1’énergie.
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Cependant, ce souci est injustifié. Il est vrai que les résultats de la section 6 ne sont corrects que si
le champ de force F est fixe, c’est-a-dire s’il ne dépend pas explicitement du temps mais seulement
de la position de la particule. Cependant, on peut facilement généraliser la définition de 1’énergie
potentielle pour tenir compte du mouvement de plusieurs particules en interaction mutuelle. Pour
cela, il est utile d’introduire la notion d’espace des configurations. Etant donné un ensemble de
N particules a des positions r;, cet espace est de dimension 3N et ses 3N coordonnées sont les
composantes (x;,y,,2;) des N particules.

Par définition, si la force est conservative, alors la force F; s’exercant sur la particule i est (moins)
le gradient d’un potentiel U qui dépend en général des N coordonnées r;:

F,=——U(ry,...,ry) (6.65)

Cette notation signifie qu’on prend les dérivées partielles de la fonction U par rapport aux coor-
données (z;,vy;, z;) de la i™® particule pour obtenir les composantes de la force agissant sur cette
méme particule. L’énergie totale des particules est alors définie comme

N

E=) imv+U(r,...,ty) (6.66)

i=1
La preuve de la conservation de l’énergie se fait comme auparavant, c’est-a-dire en calculant sa
dérivée par rapport au temps :

N
dFE d 1 9
Fr dtzzlgmw + dtU(rla ,Ty)
N N
dVZ’ 0 dI’i

ou on a supposé que la force totale agissant sur la ™ particule est la somme de la force conservative
F; de de forces de contrainte ou magnétiques, perpendiculaires a la vitesse de chaque particule. 11
est important de noter que si ’énergie cinétique du systeme est la somme des énergies cinétiques
des particules du systeme, il n’en va pas de méme de ’énergie potentielle en général.

Comme premier exemple, considérons deux masses, de positions r; et ry, reliées par un ressort dont
la longueur a ’équilibre est pratiquement nulle. L’énergie potentielle est alors proportionnelle au
carré de la distance entre les deux masses, soit le carré de ’étirement du ressort :

U= %k(rl - 1'2)2 = %k [(% - 332)2 + (y, — y2)2 + (2 — 22)2] (6.68)
ou k est la constante du ressort. La force agissant sur la masse 1 est

ou % ou 8UZ -
0x, oy, Y 0z,
Cette force est parallele & la droite reliant les deux masses et est dirigée vers la masse 2. La force

agissant sur la masse 2 est exactement opposée, ce qui se manifeste directement dans le calcul des
dérivées :

F, = —k (21 —29)X + (Y1 — )Y + (21 — 20)2] = —k(r; —1y) (6.69)

. oU . 90U _ . . .
F, = _8702}{ - 87y2y - 8722 = +k[(r) — )X+ (y; — Y)¥ + (21 — 29)2] = k(r; —13)  (6.70)
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Comme deuxieme exemple, considérons I’énergie potentielle de N particules de masses m, en in-
teraction gravitationnelle mutuelle :

Ulry,....ty) = -G ﬁ (6.71)
— |r, — 1,

La somme est effectuée sur toutes les paires (distinctes) de particules, d’ou I’expression i < j sous
le signe de sommation. Pour N particules, il y a %N (N — 1) termes dans cette somme. La force
exercée sur la particule ¢ est alors

oU
F =_———
! or;
M1 -
- _ I -
a GZ Iri—r,\?r“ (6.72)
J (i7#0) J
m;m
=-G Z ]|3(rz r;)

(dans cette équation, la somme est effectuée sur toutes les particules différentes de i, c’est-a-dire
N — 1 termes).

Théoréme travail-énergie dans le cas d’un systeme de particules

Le théoreme travail-énergie dans le cas d’un systeme de particules peut étre énoncé comme suit, si
seules des forces conservatives ou de contrainte sont a 'oeuvre a I'intérieur du systeme : le travail
des forces externes au systeme est égal au changement d’énergie du systeme :

AE =W

(ot il est sous-entendu ici que W désigne le travail des forces externes seulement). Afin de démontrer
cette assertion, procédons comme suit : on désigne par F; la force totale s’exercant sur la particule
no ¢ du systeme. Cette force est la somme d’une force externe et de forces internes au systeme,
causées par toutes les autres particules appartenant au systémes : F, = F& + Fi"-. On supposera

bien str que toutes les forces internes dérivent d’un énergie potentielle interne U(ry,...,ry), de
sorte que
: ou
Fit = ——— 6.73
; ar, (6.73)

Le travail total effectué sur le systeme est

Wi, = Z/drz"Fi
=> / dr, - FPU 4+ ) / dr, - Fint
oU
:W—;/dri-ari

=W - AU

ou AU est la différence entre ’énergie potentielle de la configuration finale par rapport & la config-
uration initiale. Comme le travail total est toujours égal au changement d’énergie cinétique totale,
on trouve bien le résultat annoncé, soit que AK = W — AU, ou encore AE = W. L’hypothese fon-
damentale ici est que les forces internes ne dépendent que des positions des particules du systeme.
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On peut bien sir relaxer cette condition pour inclure des forces internes qui ne produisent aucun
travail, telles les forces magnétiques.

6.8 Conservation de I'énergie et formes d’'énergie

Nous venons de voir que si les forces mutuelles des différentes particules d’un systeme sont conser-
vatives (ou perpendiculaires a la vitesse), alors il est possible de définir une énergie potentielle U
telle que ’énergie totale du systeme

E=) 1mvi+U (6.74)

est conservée en ’absence de forces extérieures. C’est la loi de la conservation de ’énergie dans sa
forme applicable & un systéme de particules. La conservation de I’énergie a une valeur universelle qui
s’étend a toutes les interaction fondamentales connues et, par extensions, a toutes les forces macro-
scopiques possibles, ces dernieres dérivant des forces fondamentales (électromagnétiques, forte,
faible et gravitationnelle).

La subtilité qui a longtemps camouflé la loi de conservation de ’énergie est 'impossibilité de
considérer ’énergie cinétique totale en fonction du seul mouvement macroscopique d’'un objet.
Dans I’agitation microscopique des atomes réside une énergie cinétique considérable, contribuant
a ’énergie interne d’un objet. Ce n’est qu’au XIX siécle qu’on élabora la théorie mécanique de
la chaleur, c’est-a-dire qu’on réalisa que la chaleur passant d’un objet a un autre n’est pas une
forme subtile de matiere, mais plutot un transport d’énergie cinétique et potentielle internes. C’est
le physicien et physiologiste allemand Helmholtz qui répandit le plus I'idée de 'universalité de la
conservation de 1’énergie, en particulier chez les étres vivants. La loi de conservation de I’énergie est
considérée comme si solide, qu’on est allé jusqu’a postuler, a la fin des années 1920, I’existence d’une
nouvelle particule (le neutrino) dans le but d’expliquer un phénomene nucléaire (la désintégration
beta) dans lequel Iénergie n’était en apparence pas conservée.

Lorsqu’un systeme n’est pas isolé, son énergie n’est généralement pas conservée, méme si I’énergie
du systeme plus celle de son environnement est conservée au total. En fait, si on désigne par W le
travail qu’effectue sur le systeme 1’ensemble des forces externes (causées par I’environnement) lors
d’un certain processus, alors le théoreme travail-énergie affirme que le changement d’énergie AF
du systeme est

AE =W (6.75)

Quand on l'applique aux systemes macroscopiques qui peuvent échanger de la chaleur avec leur
environnement, cette relation est écrite un peu différemment :

AE =Q+W,,. (6.76)
ou () est la quantité de chaleur absorbée par le systeme et W, .. est le travail exercé sur le
systeme par des forces macroscopiques seulement, c’est-a-dire des forces associées au mouvement
macroscopique de 'objet. On peut considérer, en quelque sorte, que la chaleur donnée au systeme

est un travail microscopique, exercé par les molécules individuelles de ’environnement du systeme.
Cette relation est la premiére loi de la thermodynamique.
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6.9 Annexe : notion de gradient

Considérons une fonction différentiable f(z,y, z) définie dans 'espace R?. On définit le gradient de
cette fonction, qu’on écrit V f, comme le vecteur formé par les dérivées partielles de cette fonction :

B B 0
Vf(r) = aT];’A‘ + 8‘£y + a%i (6.77)

On emploie aussi la notation suivante pour le gradient :
9 by (6.78)
or” )

La différentielle df de la fonction f s’exprime comme suit en fonction du gradient :

df(r) = Vf-dr (6.79)

Pour démontrer cette relation, un calcul explicite est effectué:

df = f(z +dx,y + dy, z + dz) — f(x,y, 2)
of(r)

:f(:L‘,y—i—dy,z—i—dz)—l— O dl‘—f(x»y,z)
= f(z,y,2z+dz) + ag;r) dz + 8“gzlr)dy — f(x,y,2) (6.80)

Of(r) 9f(r) 0f(r)
= ——2dx+ dy + dz
ox y Y 0z
=Vf-dr
Dans ce calcul, nous avons évalué les dérivées partielles au point r, commettant ainsi une erreur
du deuxieme ordre.

On définit la dérivée directionnelle de f comme sa dérivée dans une direction n:

i 0 Em) = (1)

lim - (6.81)

D’apres lexpression (6.79) pour la différentielle, cette dérivée directionnelle n’est autre que n-V f.
On en conclut que la direction du gradient est celle dans laquelle la fonction augmente le plus
rapidement. D’autre part, la dérivée directionnelle est nulle dans les directions perpendiculaires au
gradient.

Pour donner une image plus précise de cette notion, restreignons-nous a une fonction f(x,y) sur
le plan. On peut associer cette fonction a un relief dont I'altitude est donnée par z = f(x,y). Ce
relief peut étre représenté graphiquement par des courbes de niveau, et le gradient est en tout
point perpendiculaire aux courbes de niveau et pointe dans la direction ou 'altitude augmente le
plus rapidement.

Exemple. Soit la fonction f(z,y) = 2? + y*. On calcule que
Vi(z,y) =2@X+yy) = 2pp (6.82)

Les courbes de niveau sont des cercles centrés a 'origine.
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L’expression (6.77) du gradient est valable en coordonnées cartésiennes seulement. On peut cepen-
dant traduire cette expression en coordonnées cylindriques :

_of . 10f .  Of.
vf_@pp—i_pago(p—i_@zz (6.83)
ou en coordonnées sphériques :
_of . 10f; 1 of .
Vi= 8rr+r899+rsin98gocp (6.84)

Probleme 6.1

Nous avons démontré en cours que si un objet se déplace dans un champ de force conservatif, alors la relation
F = ma entraine la conservation de I'énergic £ = %va + U(r). Mais la conservation de I’énergie dans un tel
systeme est-elle en soit suffisante pour déterminer le mouvement? Autrement dit, une fois qu’on sait que F
est constante, a-t-on encore besoin de F = ma ou tout a-t-il été dit? Pour répondre a cette question, essayez
d’imaginer un mouvement tel que I’énergie est conservée, mais que I’équation F = ma n’est pas respectée.
Pour fixer les idées, songez a un projectile se déplagant sous 'influence de la gravité —mgz.

Probleme 6.2

En raison de la forme aplatie de la Terre, le potentiel gravitationnel produit par la Terre possede une légere
dépendance angulaire. On calcule approximativement que

2
V(r,0) = —G% (1 - C%(30052 0 — 1)>

ot C'~ 5,4 x 107* est une constante numérique, Ry est le rayon équatorial moyen de la Terre et 6 est la
coordonnée sphérique habituelle, mesurée a partir du pole.

Montrez que le champ gravitationnel comporte une petite composante dans la direction é, sauf au pole
et a I’équateur. Calculez son importance relative (en pourcentage) par rapport a la composante radiale, a
Sherbrooke (6 = 45°).

Probleme 6.3
2

Un objet se déplace en dimension 1 dans le potentiel suivant : U(z) = Up(z? — 23)?, out Up et z( sont des
constantes positives. Faites un graphique approximatif de ce potentiel, identifiez les positions d’équilibre stable
et instable, ainsi que la direction de la force dans chacun des domaines ou la force est non-nulle.

Probleme 6.4

a) Considérez la fonction f(x,y) = xy. Donnez 'expression de son gradient V f et illustrez graphiquement ce
résultat en dessinant quelques courbes de niveau, ainsi que le vecteur gradient en une douzaine de points (nul
besoin d’étre précis ici : une idée générale de la direction et de la grandeur suffit).

b) Calculez Précisément le gradient trouvé en (a) partout sur le cercle de rayon p = 1 et exprimez-le en

fonction de 'angle azimutal ¢ et des vecteurs-unité p et @ (coordonnées cylindrinques). Indice : exprimez
f(z,y) en fonction des coordonnées cylindriques et utilisez I'expression générale du gradient en coordonnées
cylindriques.
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Probléeme 6.5

Considérez le champ de force suivant :
F=—(2r+y)%— 2y +a)y

Trouvez, par essai et erreur, le potentiel U correspondant, s’il existe.

Probléeme 6.6

Supposons qu’on désire envoyer une sonde sur la Lune. Une fois que la fusée a quitté I’atmosphere terrestre,
elle relache la sonde qui doit étre en mesure d’atteindre la Lune sans apport d’énergie, c’est-a-dire en vertu de
sa seule vitesse de lancement. On supposera, pour simplifier, que la Lune et la Terre sont stationnaires et que
I'objet ne subit que I'attraction gravitationnelle combinée de la Terre et de la Lune. On utilisera la notation
suivante : Mp et Mp, sont les masses de la Terre et de la Lune, respectivement. Ry et Rj sont les rayons
de la Terre et de la Lune (Rp inclut le rayon de l'atmosphere terrestre). La distance Terre-Lune (centre &
centre) est d. On introduit aussi les rapports u = My /My, p = Rp /Ry et A = d/Rp. Numériquement, on a
w=0,0123, p =0,271 et A =60, 2.

Note : dans chaque partie, ne calculez la valeur numérique de la quantité requise qu’a la toute fin de vos
calculs, apres avoir exprimé votre résultat complet en fonction des parametres ci-haut.

a) Pour atteindre la Lune, la sonde doit au moins atteindre un point, situé a une distance 9 du centre de la

Terre, entre la Terre et la Lune, ou I’énergie potentielle est maximale. Calculez rg et exprimez votre réponse en
fonction de d et u seulement et donnez-en une valeur numérique en tant que fraction de la distance Terre-Lune

d.
b) Oublions la Lune pour le moment. Quelle doit étre la vitesse minimale de la sonde, en s’échappant de

I’atmosphere terrestre, pour qu’elle puisse s’éloigner a 'infini? Cette vitesse est appelée vitesse de libération
et notée vy, . Donnez-en une valeur numérique, en km/s.

c¢) Calculez la vitesse minimale que doit posséder la sonde en quittant ’atmosphere terrestre, pour parvenir

jusqu'a la Lune, c’est-a-dire pour franchir le point déterminé en (a). Exprimez votre réponse en fonction de
vlip. (trouvé en (b)), de A et de p seulement. Donnez aussi une valeur numérique en km/s.

d) Calculez la vitesse a laquelle la sonde frappe la surface lunaire, en supposant qu’elle ait été lancée a la
vitesse minimale obtenue en (c). Exprimez votre réponse en fonction de vy, , A, p et p seulement.

Probleme 6.7

On s’attend naturellement a ce que le champ gravitationnel terrestre g diminue lorsqu’on monte en altitude
et aussi lorsqu’on descend dans un puits de mine.

a) En supposant que la Terre est parfaitement sphérique, démontrez que le champ gravitationnel mesuré au
sommet d’une tour de hauteur h devrait étre

b) Démontrez que le champ gravitationnel mesuré au fonds d’un puits de profondeur h devrait étre

g(h) = go (1 + (2= 3pc/p) Rh@)

ol p. est la densité (masse par unité de volume) de la crofite terrestre et p est la densité moyenne de la Terre
(prise sur tout son volume).

Ici, go est le champ gravitationnel mesuré a la surface de la Terre. Un développement de Taylor au premier
ordre doit étre effectué (on consideére que r/Rg < 1).
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Probléeme 6.8

Considérez une planete sphérique, d’une densité p uniforme et de rayon R. Quel est le champ gravitationnel
a la surface de cette planete et comment varie-t-il en fonction de R? En supposant qu’un satellite artificiel en
orbite circulaire juste au-dessus de la surface ne soit pas géné par une quelconque atmosphére, comment sa
période orbitale T dépend-elle de R?

Probléme 6.9

Une masse m est attachée a un cadre par deux ressorts identiques
de constante k, tel qu’illustré. La longueur d’équilibre des ressorts
est fp, mais ils sont étirés a une longueur £ > {y, de sorte que la
position d’équilibre de la masse est 'origine et qu’elle oscille au-
tour de l'origine lorsqu’on la déplace légerement dans une direction
quelconque (le mouvement de cette oscillation est une figure com-
pliquée en général).

a) Montrez que l'énergie potentielle de cette particule, en fonction

de x et y, a ’expression suivante quand x et y sont petits devant ¢
et devant |£ — {y]:

¢
U(zx,y) = k(z? +ry?) + cst. ot r=1- 70

Indice : vous devez calculer ’énergie potentielle emmagasinée dans

chacun des ressorts, en calculant la longueur ¢(z,y) du ressort quand la particule est en position (z,y), par
rapport a la longueur d’équilibre /. L’énergie potentielle emmagasinée dans ce ressort est alors %k[ﬁ (z,y)—Lo]%.
Vous devez ensuite utiliser un développement de Taylor au deuxieme ordre.

b) A partir du résultat de (a), écrivez les équations différentielles du mouvement pour z et y. Quelle est leur
solution générale?

Probléeme 6.10

Un pendule élastique est fait d’'une masse m suspendue a un ressort de constante
k. La longueur du ressort a 1’équilibre et en ’absence de gravité est £. On place
Porigine (z,z) = (0,0) au point de suspension du ressort. On peut aussi décrire
la position de la masse & 'aide des coordonnées (p, ) (Attention : la relation
entre (p,¢) et (z,z) n’est pas la méme que d’habitude!) La masse est aussi sous
Iinfluence de la gravité —gz.

a) Donnez une expression de 'énergie potentielle V' (p, ) de la masse, en fonction

de p et o, en tenant compte de I'énergie élastique du ressort et de 1’énergie po-
tentielle gravitationnelle.

b) A partir de V, calculez la force F s’exercant sur la masse et exprimez votre

réponse en fonction des vecteurs unitaires X et z. Donnez une expression pour la
position d’équilibre py du ressort.

¢) Supposez maintenant que la masse ne s'éloigne pas beaucoup de sa position d’équilibre. Définissons la

coordonnée y = z + pg, nulle a la position d’équilibre. Montrez que ’énergie potentielle peut alors s’écrire
approximativement comme
Viz,y) = %m(asz + ﬁ2y2) + cst.

et donnez une expression pour les constantes a et # en fonction des parametres m, g, k et £. Quelle limite
faut-il imposer aux parametres pour retrouver le cas d’un pendule ordinaire (sans ressort)?

d) Toujours dans I'approximation des petits déplacements par rapport a 1’équilibre, écrivez les équations du

mouvement pour x et y et donnez-en la solution générale, c¢’est-a-dire pour des conditions initiales quelconques.
Si /B est un nombre irrationnel, & quoi ressemble ’ensemble des points visités par la masse aprés un temps
suffisamment long? Vous pouvez utiliser un ordinateur pour faire un graphique de la trajectoire, ce qui vous
aidera dans votre réflexion.
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Probléeme 6.11

Pour apprécier notre bonne vieille force de gravité qui décroit en I'inverse du carré de la distance, étudions ce
qui se passerait si elle décroissait plutét comme la quatrieme puissance de la distance, c¢’est-a-dire supposons
que la force entre deux masses ponctuelles m; et mo ait la forme suivante :

Kmimso _

12

ol K est une constante.
a) Quel est ’énergie potentielle associée & cette force?

b) Reprenez le calcul effectué dans les notes de cours sur la force exercée par une coquille sphérique (sec-

tion 6.3), mais adapté & la loi de force ci-haut. Calculez la force exercée par la coquille creuse de masse M sur
une particule de masse m. Vous n’avez pas besoin de refaire tous les calculs des notes de cours, mais seulement
ceux qui doivent étre adaptés en raison du changement de loi de force.

c¢) Peut-on dire dans ce cas que la coquille attire la particule comme si toute sa masse était concentrée en son
centre? Expliquez.

d) Calculez maintenant la force F'(r) exercée sur une particule de masse m par une planéte de rayon a, de

densité uniforme et de masse M. Vous devez pour cela intégrer les contributions de coquilles ayant des rayons
R variant de zéro a a (attention : les masses de ces différentes coquilles sont différentes, puisque c’est la densité
p de la planete qui est supposée constante). On suppose que la particule est située & une distance r > a du
centre de la planeéte. Faites un graphique de la force F'(r) en fonction de r. Qu’y a-t-il d’insolite et d’inquiétant
dans cette force? Une telle planete pourrait-elle étre stable? Expliquez.

Note : I'intégrale suivante sera utile

dR =

/ R?(3r* — R?) R?
(r2 _ R2)2 r2 — R2

Probléeme 6.12

L’interaction entre deux atomes neutres est souvent décrite par le potentiel de Lennard-Jones :

o= [(2)"-2(2)]

ol rg est une constante ayant les unités d’une longueur et Uy une constante ayant les unités de 1'énergie. (i)
Trouvez la position d’équilibre stable dans ce potentiel et (ii) la fréquence des petites oscillations lorsquune
particule est tres proche du point d’équilibre stable, en procédant a un développement de Taylor au 2e ordre
autour de ce point.

Probleme 6.13

Une balle en caoutchouc rebondit sur le sol et perd une fraction 1 — r de son énergie (0 < r < 1) & chaque
rebond. En supposant que r demeure constant méme quand il ne reste que tres peu d’énergie a la balle,
montrez que le temps nécessaire pour que la balle s’immobilise est fini et donné par

1 [2E1+r
T==y— :
gV m1—yr
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Probleme 6.1

Probléeme 6.14

Un objet rigide homogene a la forme suivante : un hémisphere de rayon a, sur lequel est collé un cylindre
de rayon a et de hauteur h. Démontrez que cet objet peut étre en équilibre stable sur un plan seulement si

a> hy2.

Probleme 6.15

Un anneau de masse M est suspendu par un fil et deux billes de masse m
sont libres de glisser sans friction le long de cet anneau. Les deux billes sont
relachées simultanément du sommet de 'anneau et glissent le long de ’anneau
dans des directions opposées (voir figure). Montrez que anneau va s’élever
a un moment donné si m > %M et que l'angle 6 auquel cela se produira est

donné par
1 / 3M
f=-<1 1—-—
cos 3 { + 3 }

Indice : anneau s’éleve quand la force exercée par les deux billes sur ’anneau
compense exactement la gravité. La force N que l'anneau exerce sur chaque
bille est égale et opposée a la force que chaque bille exerce sur 'anneau. Cette
force N contribue, avec la gravité, a la force centripéete que chaque bille ressent.

Probléeme 6.16

L’une des grandes questions de la cosmologie (I’étude de I’évolution de I'Univers) est de savoir si ’Univers
est fermé ou ouvert, c’est-a-dire si son expansion s’arrétera un jour ou si elle se poursuivra indéfiniment.
Tout dépend de la densité moyenne p de I’Univers : si cette densité est plus grande qu’une valeur critique
pe, attraction gravitationnelle que les différentes galaxies exercent les unes sur les autres sera trop grande
pour permettre une expansion éternelle et I’Univers retombera éventuellement sur lui-méme. Méme si une
discussion correcte de la question doit se faire dans le contexte de la théorie de la relativité générale, nous
tenterons ici de déterminer la densité critique p. a l'aide de données observées et des lois de la mécanique
classique dans le cadre d’un modele simplifié. Considérons I’'Univers comme une sphére en expansion de masse
M constante et de rayon R augmentant avec le temps. L’expansion de cette sphere est décrite par la loi de
Hubble, c’est-a-dire que la vitesse d’expansion d’une galaxie située a une distance r du centre de la sphere est
proportionnelle & cette distance : v = Hr, ou H est la constante de Hubble. Considérez une galaxie située a
la surface de cette sphere de rayon R.

a) Montrez que I'énergie totale (cinétique + gravitationnelle) de cette galaxie est

4
E= mRZ(%H2 - ngp)
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oll p est la densité moyenne de I’Univers.

b) L’Univers sera ouvert si cette galaxie est libre et fermé si elle est liée. Montrez que la densité critique de
I’Univers est
_ 3H?
Pe = 82
c) Calculez cette densité critique, en sachant que H ~ 2,3 x 10718 571
3

. Calculez le nombre de protons que

cela représente par m

Probleme 6.17

Une sphere est au repos, fixée sur le sol. Un objet est déposé au sommet
de la sphere et glisse sur le c6té, sous l'influence de la gravité. En
supposant que le frottement entre 'objet et la surface de la sphére est
négligeable, a quel angle 6 1’'objet perd-il contact avec la surface de la
sphere? Indice : Il est utile ici d’utiliser la conservation de I’énergie pour
déterminer la vitesse de ’'objet a un angle donné. On doit supposer que
la sphere est fixe (immobile).

Probleme 6.18

Un satellite de masse m est en orbite circulaire de rayon r autour de la Terre. Comme son orbite est basse,
la haute atmosphere exerce une force de frottement sur le satellite. Pour simplifier les choses, supposons que
cette force f est constante. Cet exercice vise a démontrer que 'effet de cette force n’est pas de ralentir le
satellite, mais de ’accélérer! On doit supposer ici que f est suffisamment faible de sorte que I'orbite du satellite
est toujours circulaire en premiere approximation, mais que le rayon r de cette orbite diminue lentement, de
Ar par révolution.

a) Montrez que 'énergie totale du satellite est E = —GMm/2r.

b) Montrez, & 'aide du théoréme travail-énergie, que la variation d’énergie totale aprés une révolution est
AFE = —27rf et que
A3 f

Ar = GMm

¢) Montrez que la variation d’énergie cinétique est AK = +27rf (le signe est positif).



7 Applications de la conservation de la quantité de
mouvement

Nous avons vu a la section 3.5 que la quantité de mouvement d’un systeme isolé est constante dans
le temps. Dans cette section, nous appliquerons ce résultat a 1’étude des collision, ainsi qu’aux
engins propulsés.

7.1 Collisions élastiques

Considérons deux particules de masses m; et m, qui se déplacent initialement & des vitesses v, et
v,. On suppose que ces particules exercent une force I'une sur 'autre, mais que cette force a une
portée tres courte, de sorte qu’elles se meuvent librement la plupart du temps, sauf quand elles
entrent en collision, c¢’est-a-dire quand elles s’approchent tres pres 'une de 'autre. Nous ne nous
soucierons pas des détails de la force s’exercant entre ces deux particules, car ce qui nous intéresse
ici est la relation entre les vitesses de ces particules apres la collision et avant la collision et non le
mouvement détaillé des particules pendant la collision.

On supposera que le processus de collision est élastique, c’est-a-dire que ’énergie cinétique des
particules est la méme avant et apres la collision. Ceci implique qu’aucune autre particule n’est
créée lors de la collision et que 'énergie interne des particules n’est pas modifiée. Dans le cas
contraire, la collision est dite inélastique. En réalité, les collisions entre objets macroscopiques (par
ex. des boules de billard) sont toujours inélastiques car une certaine fraction de I’énergie est perdue
en chaleur. Des collisions inélastiques se produisent aussi aux niveaux atomique et nucléaire si les
particules (atomes, noyaux, etc.) émergent de la collision dans un état excité ou si de la lumiere
ou des particules supplémentaires sont émises pendant la collision.

vy i uy uy

e > [ ] ® > - @
my My | my my
laboratoire ‘ centre de masse

Figure 7.1. Collision unidimensionnelle de deux particules. Dans le référentiel du laboratoire, la par-
ticule 2 est au repos avant la collision. A droite, on se place dans le référentiel du centre de masse.

Collision en une dimension

Pour commencer, considérons le cas ou les deux objets qui entrent en collision ne se déplacent que
dans une seule direction (voir la Fig. 7.1). C’est un cas particulier d’une collision plus générale
qu’on étudiera plus bas. On suppose que le premier objet se déplace initialement a une vitesse
v, = v;X et que le second objet est au repos (v, = 0). Apres la collision, les deux objets ont
respectivement des vitesses v| = v|%X et v, = v}X. Le probléme est de déterminer précisément v} et
vy en fonction de v; et des masses des deux objets. Il y a deux fagons de solutionner ce probléme :
(i) utiliser immédiatement les lois de conservation de la quantité de mouvement et de 1’énergie;
(ii) se déplacer d’abord dans le référentiel du centre de masse, y utiliser les lois de conservation
et ensuite revenir au référentiel du laboratoire. Quoique la deuxieme facon semble plus longue a
premiere vue, elle est en fait plus simple. Nous allons cependant les expliquer toutes les deux.
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Dans la premiére fagon, on applique les lois de conservation de la quantité de mouvement et de
I’énergie :

/ / 1 2 1 12 1 12
11 s’agit de deux équations, pour deux inconnues (v} et v5). On élimine v} a l'aide de la premiere
équation, pour obtenir

2
my vy

N

my

%m1 (vf + ﬁ(Ul - Ui)2> (7.2)

Il s’agit d’une équation quadratique pour v} qui peut étre résolue par la formule standard. On peut
la récrire comme suit :

(”/1)2(”11 +my) — 2m1”1”1 + (my — mQ)U% =0 (7.3)

La formule de solution de 1’équation quadratique nous donne

1
v =——— [ my iv\/mQ—m+m m—m)
= o (o o = Gy ), ) -
_mlzlzmgv )
_m1+m21

Le signe supérieur donne v = v;, ce qui correspond & l’absence de collision. Le signe inférieur
donne plutot
m; —m 2m
vy = 1721)1 et vy = ——">1—u, (7.5)
my + my my +my

(nous avons utilisé la premiere des Eqs (7.1) pour exprimer v} en fonction de notre solution pour
v}). Notons que le discriminant de 1’équation quadratique est un carré parfait, ce qui laisse penser
que cette solution n’est pas la plus simple qu’on aurait pu trouver.

Expliquons maintenant la deuxieme fagon, plus pratique (surtout quand on étudie le méme

probléme en deux dimensions). Le centre de masse du systeme des deux objets se déplace a vitesse

constante avant, pendant et apres la collision, car aucune force externe n’agit sur le systeme. On

peut donc se déplacer dans le référentiel du centre de masse, car ce référentiel est inertiel et les lois

de conservation y sont tout aussi valables que dans le référentiel du laboratoire. Dans le cas qui

nous occupe, la vitesse du centre de masse (3.3) se calcule d’apres les données d’avant la collision,
myvy my vy

- = % (7.6)
my + my my + my

cm

La relation entre la vitesse v d’une particule dans le référentiel du laboratoire et la vitesse u de la
méme particule dans le référentiel du centre de masse est donnée par la transformation de Galilée
(2.33) :

u=v-V (ici V=V_,) (7.7)

En ne considérant que les composantes en x, on a

U =v;, -V
Uy =0 =V ol y= (7.8)

! /
uy =vy =V my + My

uy = vy —V
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L’utilité du référentiel du centre de masse est que la quantité de mouvement totale M, V , du
systéme y est nulle, car dans ce référentiel la vitesse du centre de masse est nulle par définition.
L’équation de conservation de la quantité de mouvement est alors plus simple :

myuy + Moty = 0 = myu) + myul (7.9)

s _ ;L Lo e s : .
On en déduit que uy = —(my/my)uy et uy = —(my/my)u}. Si on insére ces relations dans la loi de
conservation de I’énergie, on trouve

m m
1 2 1, .2 _ 1 t\,2 1 02 1 2 _ 1 1), 72
MU + 5Myty = 51My <1 + > Uy = gMyuy” + 5Mally” = 5y <1 + ) uy (7.10)
My L
On en déduit que |u,| = |u}| et donc que |u,| = |ufy|. C’est un résultat important : dans le référentiel

du centre de masse, les grandeurs des vitesses des particules ne changent pas lors de la collision.

En une dimension, deux cas se présentent : soit uj = u;, ou uj = —u,. Dans le premier cas, il n’y
a tout simplement pas de collision et devons donc considérer le deuxieme cas seulement. On peut
ensuite retourner au référentiel du laboratoire :

v =ul+V=—u +V=—-v +2V

b (7.11)
En substituant les valeurs connues, on trouve
- 2
V] = —v; + 2 ™% T Th v, et vy= Lvl , (7.12)
my+my My + My my + My

la méme solution trouvée plus haut.
Remarquons maintenant quelques caractéristiques de cette solution.

1. Si my > my, alors v} = —v, et vj ~ 0. La premiére particule rebondit sur la deuxiéme comme
Sur un mur.

2. Si, au contraire, m, < my, alors v} = v, et v} ~ 2v,. La deuxiéme particule est comme projetée
par la premiere, comme si un mur en mouvement ’avait frappée.

3. Si m; = my, alors v] = 0 et v) = v; : il y a eut simple substitution des objets. Une telle
substitution conserve évidemment la quantité de mouvement et 1’énergie, si les masses sont
égales.

Collision en deux dimensions : angle de diffusion

Nous allons maintenant généraliser les calculs précédents au cas d’une collision en deux dimensions.
Le deuxieme objet est encore au repos avant la collision, mais les deux objets sont déviés hors de
I’axe des x apres la collision, comme sur la Fig. 7.2. L’angle que fait la vitesse du premier objet par
rapport a la direction initiale de son mouvement est appelé angle de diffusion'. Cet angle dépend
de la forme précise de la force qui agit entre les deux objets, ainsi que de la distance entre la cible
et 'axe de la vitesse du projectile; cette distance, notée b, est appelée parametre d’impact. Notons
que le probleme n’est pas différent en trois dimensions : les vitesses des objets apres la collision
déterminent un plan, et ce plan contient aussi la vitesse du projectile avant la collision, car il

I Le processus de collision porte aussi le nom de diffusion en physique microscopique, en raison de la dualité
onde-corpuscule : la collision avec une cible au repos est en effet 'analogue de la diffusion d’une onde sur un
obstacle.
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Figure 7.2. Vitesses des particules avant et apres une collision, dans le référentiel du laboratoire : la
particule 2 est initialement au repos (va = 0).
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Figure 7.3. Vitesses des particules avant et apres une collision, dans le référentiel du centre de masse.

contient la quantité de mouvement totale des deux objets. C’est dans ce plan que nous travaillons,
la troisieme dimension n’intervenant pas.

Dans le repeére du centre de masse, la collision est plus simple (Fig. 7.3). Soit u; et u, les vitesses
des deux particules avant la collision dans ce référentiel, et uj et uj les vitesses des mémes objets
apres la collision. Comme la quantité de mouvement totale est nulle dans ce repere, on trouve
0 = myu; + myu, = myu} + myuj, de sorte que u, est antiparallele a u,, et uf est antiparallele
a u}. Les deux objets se déplacent donc le long d’un axe commun avant la collision (mais en sens
contraire), et le long d’un autre axe commun apres la collision, ces deux axes sous-tendant un angle
0. L’angle 0 est déterminé par le parametre d’impact ainsi que par la loi de force précise qui relie
les deux objets. Il peut en principe prendre toutes les valeurs entre —m et 7.

Par contre, les angles ¢, et 0, ne sont pas nécessairement libres de prendre toutes les valeurs.
Donnons nous comme probleme de déterminer ’angle de diffusion #;, maximum, en supposant que
m; > my. Il est évident que, dans le cas contraire (m; < m,) il est toujours possible pour la
particule 1 d’étre rétrodiffusée, c’est-a-dire de ‘rebondir’ vers son point de départ. Au contraire, si
my < my, 'angle de diffusion #; ne peut pas excéder un certain maximum (ceci est clair dans la
limite m, > m,, car un objet massif ne peut pas étre beaucoup dévié par un objet léger).

Pour ce faire, le plus simple est d’effectuer une transformation galiléenne vers le référentiel S’ du
centre de masse. On répete alors facilement les calculs précédents :

vi=u +V vi=u]+V
L e v- 0 (7.13)
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A partir de ces équations on trouve une expression explicite pour les vitesses u; et u,:

my my
uy=—v uy=—V 7.14
! mq + me ! 2 mq + me ! ( )
Appliquons maintenant les lois de conservation. Avant et apres la collision, 'impulsion totale est
nulle dans le repere du centre de masse :

myu, + myuy, = 0 = muj +myu, (7.15)

Les deux particules s’éloignent donc du lieu de la collision dans des directions exactement opposées,
faisant un angle 0 avec la direction initiale des vitesses (cf. Fig.7.3). Comme dans le cas unidimen-
sionnel, on conclut de la conservation de 1’énergie que les grandeurs des vitesses sont les mémes
apres et avant la collision et que seules les directions changent : u; = u} et uy, = u).

On peut ensuite trouver la relation entre l'angle de diffusion 6 dans le référentiel S’ et I'angle de
diffusion 6, dans le repere S:

] ) u) sin @ u, sin @ sin @
tanf, = oL = — ¥ — 1 = L = (7.16)
v, u,+V ujcos@+V  wucos@+V  cosf+V/u
Nous avons utilisé dans ces égalités les composantes x et y des Eqs (7.13). Comme
m m m
ulzvl—V:<1—l)v1:2U1:2V (7.17)
my + My my + My my
on trouve finalement
sin 6
tanf; = —— (7.18)
my
cosf + —
My
n
6,
08T |
R =0,1
0.6 T R =09
04T f k=1
R=1,1
02T}
R=2
R =10
0 : , . .
02T 04T 06T 08T T
0

Figure 7.4. Angle de diffusion 6 dans le référentiel du laboratoire en fonction de 'angle de diffusion
0 dans le référentiel du centre de masse. On montre la dépendance pour cing valeurs différentes du
rapport R = mj/my.0On note qu’il existe un angle #; maximum si R > 1.
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Si la particule 1 est plus massive que la particule 2, I’angle de diffusion 6, atteint sa valeur maximale
07 pour une certaine valeur 6, de 6 (cf. Fig. 7.4). La position exacte de ce maximum s’obtient
par différentiation :

1+ 2 cos 0,
my

d
0= @tané?l‘e:ao = — = cosb, = T (7.19)
1
<cos 0, + >
my
et ensuite 0 9 .
tan "™ = ———— = — =0 — ] (7.20)
sin
cos ) + 1 ’ <ml> 1
My My
ce qui revient a dire
m
in @ = —2 = —cosf 7.21
sin 6] m cos b, (7.21)

Si, au contraire, la particule 1 est plus légere que la particule 2, alors le dénominateur de I’expression
(7.18) devient négatif si —1 < cos@ < —m, /m,. Dans ces circonstances, tan 6, est aussi négatif et
donc 17 < 6, < 7. Dans la limite ot § = 7, tanf; — 0~ et 6, = 7. Pangle de diffusion maximum
07 est donc égal a m (cf. Fig. 7.4).

Cas de masses égales
Dans le cas limite oit m; = m,, on a

sin 6
anf, = (1, = m,) (722)
Or, il se trouve que
sin 6 ; 0
> tan~-
cosf +1 2

(cette formule se démontre aisément en appliquant les formules d’angles doubles : sinf =
2sin(6/2) cos(6/2) et cos = cos?(6/2) — sin?(A/2)). La relation entre 6 et 6, est donc partic-
ulierement simple dans ce cas :

0, == (—m<f<m) (7.23)

L’angle de diffusion maximum est obtenu quand § = 7, qui correspond a 67" = 7 /2.

Ceci est applicable au cas de deux boules de billard, si on néglige les effets du tapis et de rotation
des boules — ce qu’un vrai joueur de billard ne saurait faire. On ne peut pas faire ‘rebondir’ une
boule sur une autre. Le mieux qu’on puisse espérer est que la boule projetée sur 'autre émerge
a un angle 0, proche de 7/2. Dans ce cas, sa vitesse est assez faible (elle tend vers zéro quand
0, — 7/2).

On démontre par ailleurs sans difficulté que les vitesses v| et v} sont perpendiculaires entre elles
dans le cas de deux objets de masses identiques (m; = m, = m) et d’une collision élastique. La
preuve est tres simple : écrivons pour ce cas les lois de conservation de la quantité de mouvement
et de I’énergie cinétique :

mvy =mvi +mvh et tmvi=Im(v])’+ im(v})’ (7.24)
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Simplifions les masses et les facteurs % partout et mettont la premiere équation au carré :

vi=(Vi+vh)? et vi= (V) +(vh) (7.25)

En développant le carré de ’équation de gauche et en comparant avec celle de droite, on trouve
que

vi-vy | =0 (7.26)

ce qui démontre bien que les deux vitesses sont perpendiculaires (ce qui comprend la possibilité
que 'une des deux vitesses soit nulle).

D’autre part, on montre facilement que

vh =wv,cosly et v =wv, cosb, (7.27)

sachant bien sr que cosf, = sinf, puisque que 6, = 37 — 6. La démonstration est la suivante :

comme Vv - v, = 0, alors

ViV = (Vi vh) - vh = (v))? (7.28)

D’autre part, ce produit scalaire vaut v, v} cos 6, et donc v4, = v, cos 6, tel qu’annoncé. La deuxieme
relation se démontre pareillement :

vy vy = (Vi vh) v = (V) (7.29)

ce qui vaut aussi v,;v] cosf;, ce qui permet d’écrire que v, cos f; = v].

Figure 7.5. Collision de deux spheres dures. La force appliquée sur la sphere no 2 est dans la direction
de la vitesse VIQ, et le parametre d’impact b est relié simplement & 1’angle 6 : sinfls = b/2R.

Etudions enfin un exemple précis de collision ou la relation entre le parametre d’impact et I’angle
de diffusion peut étre établie. Considérons deux spheres dures de mémes masses, telles des boules
de billard, qui entrent en collision. On supposera que la force qui agit entre les deux boules est
dirigée le long de I'axe qui relie les centres des deux boules. Ceci revient a négliger tout effet de
frottement entre les surfaces des boules, frottement qui pourrait communiquer a la boule-cible un
mouvement de rotation sur elle-méme. On indique sur la figure 7.5 la direction des vitesses avant
et apres la collision, les angles 6, et 6,, ainsi que le parametre d’impact b. La relation entre ce
dernier, le rayon R des spheres et I'angle 6, est trés simple : sinf, = b/2R. Ceci vient du fait que
la quantité de mouvement mvy, de la cible apres la collision provient de 'application sur un temps
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extrémement court d’une force trés intense exercée au point de contact C des deux spheres et
dirigée suivant la droite qui relie les deux centres. Cette droite est donc parallele & v}. La relation

b
2R
combinée & la relation (7.27), nous permet de calculer les angles et les vitesses v} et v5 en fonction
du parametre d’impact b.

cosf, =sinf, = (7.30)

7.2 Théoreme de Koenig et collisions inélastiques

Une collision est qualifiée d’inélastique si I’énergie mécanique des objets en collision n’est pas
conservée. Si le systeme composé des deux particules est isolé, il y a tout de méme conservation de
la quantité de mouvement totale. Dans le but de mieux comprendre les facteurs limitant la perte
d’énergie lors d’une collision inélastique, nous allons premierement énoncer et démontrer le premier
théoreme de Koenig, portant sur ’énergie cinétique d’un ensemble de particules.

Premier théoreme de Koenig

Ce théoreme stipule que I’énergie cinétique totale d’un systéeme est la somme de deux termes :
I’énergie cinétique associée au centre de masse et 1’énergie cinétique du systéme par rapport a son
centre de masse, ou énergie cinétique interne (K, ) :

KtotA = %Mtot.vzm + Kint. Kint. = % Z mi(vg)Z (731)

ou v, est la vitesse de la i¢ particule du systeéme par rapport au centre de masse et 'V, est la vitesse
du centre de masse du systeme. Ce théoreme se prouve facilement en effectuant une transformation
galiléenne vers le référentiel du centre de masse :

alors

Ktot. = % Z mi<ch + V;)2
i

- % Z mivgm +Vem - (Z mzvi> + % Z mi(vg)Z

Le deuxieme terme du membre de droite s’annule, car I’expression entre parentheses est la quantité
de mouvement totale du systeme dans le référentiel du centre de masse, c’est-a-dire zéro. Il reste
donc le résultat (7.31).

(7.33)

Expliquons : Iénergie cinétique d’un systeme dépend bien str du référentiel d’observation. Le
théoreme de Koenig affirme que I’énergie cinétique est minimale et égale a K, lorsqu’on I'évalue
dans le référentiel du centre de masse et que, dans tout autre référentiel, on doit ajouter a cette
valeur minimum un terme § M, V2 qui ne dépend que du mouvement du centre de masse et de
la masse totale du systeme (ce terme est donc indépendant du détail du mouvement interne du
systeme). Si le systéme est isolé (c’est-a-dire si aucune force externe n’agit sur lui) alors la vitesse
V., de son centre de masse est constante et ’énergie cinétique %Mtot.ng associée au centre de

masse est constante. Cependant, I’énergie cinétique interne K; ; n’est pas nécessairement constante

et peut se changer en énergie potentielle interne, se dissiper en chaleur, etc.



102 7. Applications de la conservation de la quantité de mouvement

Variation de 1’énergie interne

Lors d’une collision inélastique, 1'énergie associée au mouvement du centre de masse (3 M, VZ,)
est la méme avant et apres la collision, et donc la variation d’énergie provient entierement de la
variation d’énergie cinétique interne. Lors de collisions inélastiques d’objets macroscopiques, celle-ci
se transforme partiellement (ou entierement) en chaleur. Par contre, lors de collisions de particules
a I’échelle atomique ou subatomique, I’énergie cinétique interne peut tantot transformée en masse
(par I’équivalence relativiste entre masse et énergie) et servir a la création de particules nouvelles,
tantot augmentée par conversion d’une certaine quantité de masse en énergie.

Considérons par exemple un objet de masse m; et de vitesse v, qui entre en collision avec un
deuxieme objet, de masse m,, initialement au repos. Apres la collision, supposons que les deux
objets adherent I’'un a ’autre, et se déplacent & une vitesse commune v. Plagons-nous premierement
dans le référentiel du laboratoire. La conservation de la quantité de mouvement nous dit que
m
myv, = (my +my)v = v=—>"—q (7.34)
my + my

Par contre, I’énergie n’est manifestement pas conservée. Les énergies cinétiques initiale et finale
sont

K, = Lm0’ K, =1 21T 2 7.35
i = MV} £ =3(my+my)v” =3 o m2U1 (7.35)
et la perte d’énergie se lit dans le rapport Kf/Ki:
K 1
it A L S <1 (7.36)
K, my+my 1+my/m,
Dans la limite ou my > m,, on trouve
K
/ m
o H; <1 (my > m,) (7.37)

C’est le cas notamment d’une météorite de masse m entrant en collision avec la Terre, vu du
référentiel terrestre. Cela signifie que pratiquement toute ’énergie cinétique est dissipée en chaleur
dans ce cas.

Etudions maintenant la méme situation, cette fois dans le référentiel du centre de masse. Dans ce
référentiel, les deux particules ont, avant la collision, des vitesses u; et u, données par 'Eq. (7.14).
Apres la collision, les deux particules demeurent ensemble au repos, car 'impulsion totale est nulle
dans ce référentiel. La perte d’énergie est alors beaucoup plus claire, car ’énergie cinétique est nulle
apres la collision : toute ’énergie interne a disparu. On dit alors que la collision est mazimalement
mélastique.

Processus de désintégration

Le processus inverse d’une collision maximalement inélastique est celui d’'une particule instable qui
se brise en deux fragments. Vu du référentiel du centre de masse, la particule est initialement au
repos et se brise soudainement en deux fragments qui s’éloignent 1’'un de I'autre, alors que le centre
de masse de I’ensemble se situe toujours au méme endroit. L’énergie nécessaire a ce processus
provient d’une énergie potentielle interne qui se convertit en énergie cinétique. Dans le cas d’une
particule subatomique, ceci se traduit par une légére diminution de la masse totale des fragments
par rapport a la masse de la particule initiale.

Supposons que la particule initiale se déplace a une vitesse V le long de I’axe des x dans le repere
du laboratoire. Etudions la relation entre les angles 6, et 6, que font les vitesses des deux fragments
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Figure 7.6. Définition des angles dans un processus de désintégration, dans le référentiel du laboratoire
et celui du centre de masse.

par rapport a cet axe, et I'angle 6 qu’elles font avec le méme axe dans le repere du centre de masse.
On peut reprendre ici le calcul fait plus haut dans le cas d’une collision élastique, sauf que la
notation est légerement différente : v, et v, désignent les vitesses des fragments dans le repere du
laboratoire, et u; et u, les mémes dans le repere du centre de masse. On trouve

Uy Uy, uysing

tanfy = == = = 7.38
o Vi U, +V  ucosf+V (7.38)
et de méme (6, étant défini positif vers le bas)
Y2 Uy Uy sin 6
tanfy = — % = — g = — — 7.39
. V2 Uy, +V  —uycosf+V (7.39)

Les grandeurs u; et u, se trouvent en fonction de I’énergie relachée A; comme m;u; + myu, = 0,
on a uy = (my/my)u, et

A= %mlu% + %W’Lng = %ml <1 + :;1) ui (7.40)
2

ce qui nous permet d’exprimer u, et u, en fonction de A.

7.3 Fusées et objets a masse variable

Etudions maintenant le mouvement d’une fusée. La fusée est propulsée par la combustion de
carburant dont les produits sont éjectés a grande vitesse par la tuyere du moteur. Considérons
premierement une fusée dans l’espace intersidéral, libre de toute influence gravitationnelle. Le
systeme isolé dont la quantité de mouvement est conservée comprend alors la fusée et I’ensemble
de son carburant, éjecté ou non. On supposera que le carburant briilé s’échappe de la fusée a une
vitesse v, constante, par rapport a la fusée (on pose, par convenance, que v, > 0, méme si le
carburant se dirige vers l'arriere de la fusée). On supposera que le mouvement est unidimensionnel.

Soit m; la masse initiale de la fusée, avec tout son carburant, et m; sa masse finale, lorsque tout
le carburant a été brulé. Nous allons démontrer que si la fusée est initialement au repos, alors la
vitesse finale de la fusée est

vy =vln i (7.41)

my

Pour démontrer cette relation, considérons la fusée a I'instant ¢, ayant une vitesse v et une masse
m(t), fonction décroissante du temps (cette masse comprend le carburant non encore briilé). Au
bout d’un temps dt infinitésimal, la masse de la fusée sera m + dm (dm < 0), la fusée aura éjectée
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une masse —dm de carburant et sa vitesse au temps ¢ + dt sera v + dv. Nous avons adopté la
convention que dm < 0 afin de pouvoir considérer dm comme la différentielle de la masse de la
fusée et non du carburant brilé. La conservation de I'impulsion pour I’ensemble du systeme (fusée
plus carburant) se lit alors

mv = (m+ dm)(v + dv) + (—dm) (v — v,) (7.42)
En négligeant dans cette équation les termes du deuxiéme ordre (dm dv), on trouve
d
0=mdv+vydm ou dv= —vo—m (7.43)
m
En intégrant cette relation entre v =0 et vy, on trouve
vf my 4 )
/ dv=v; = —’UO/ Sl vy 1n s (7.44)
0 m; m mf

ce qui est la relation cherchée. Notons que la vitesse finale de la fusée ne dépend que de la vitesse
d’échappement v, et du rapport des masses initiale et finale; elle ne dépend pas du taux précis
d’échappement. Pour maximiser v, on a donc intérét a éjecter le carburant a la plus grande vitesse
possible, sans toutefois avoir besoin de le faire le plus rapidement possible dans le temps.

Supposons maintenant que la fusée est dans un champ gravitationnel constant, comme lors d’un
décollage a partir de la Terre. L’impulsion du systéme fusée-carburant n’est plus conservée, mais
change de —mgdt dans un temps d¢, en supposant que la gravité tire vers le bas (direction négative
de l'axe). L’équation (7.42) doit alors étre modifiée de la facon suivante :

mv —mgdt = (m + dm)(v + dv) — dm(v — v,) (7.45)
Il s’ensuit que
dv dm
M = TMY — g (7.46)

Le deuxieme terme de droite a la forme d’une force dirigée vers le haut (n’oublions pas que dm/dt <
0). On I'appelle force de poussée. C’est une expression commode, mais en fait il ne s’agit pas d’une
force externe agissant sur un systeme bien défini. Il s’agit plutét de la réaction du carburant éjecté
sur le reste de la fusée. En isolant dv, on trouve

dv = —gdt — Ldm (7.47)
m

En intégrant entre les temps ¢ = 0 (instant du décollage) et le temps t;, auquel la fusée a une
vitesse vy, on trouve
m/.
v = —gt; + v, lnm—; (7.48)
On conclut de cette relation que, pour maximiser la vitesse finale de la fusée, il faut non seulement
maximiser la vitesse d’échappement du carburant, mais aussi le briler le plus vite possible, car
plus ¢, est grand, plus v; est petit. Pour que la fusée décolle, il faut aussi que la force de poussée
soit supérieure a la force de gravité:
m
—Vg—— > m, 7.49
Il peut étre tentant de chercher un court-circuit a la démonstration ci-haut en appliquant la
deuxieme loi de Newton a la lettre sur un objet a masse variable :
d

F = a(mv) = ma + %V (7.50)
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Cependant, cette équation découle d’une manipulation formelle injustifiée et n’est pas valable,
méme si elle jouit d’une ressemblance superficielle avec la relation correcte, qui serait plutot

dm
Vo7 >
0 dt
ol v, est la vitesse d’éjection de la masse par rapport a ’objet et F est la force externe appliquée.
Cette derniere relation est simplement une version vectorielle de la relation (7.46) ou la force de

gravité a été remplacée par une force externe quelconque. La relation (7.51) est plus générale et
peut étre appliquée au cas d’un apport de masse comme au cas d’une diminution de la masse.

F = ma — (7.51)

Le collecte-poussiére interplanétaire

Considérons comme dernier exemple celui d’un objet sans propulsion se déplacant dans I’espace et
collectant une certaine quantité de poussiere appartenant a un nuage interplanétaire. Placons-nous
dans le référentiel du nuage, dans lequel la poussiére est au repos. Soit p la densité du nuage (masse
par unité de volume), supposée uniforme, et A la section de 'objet en mouvement. On supposera
que l'objet qui évolue dans ce nuage capture toute la poussiere se trouvant sur son chemin, comme
lors d’une collision maximalement inélastique. La question est de savoir comment la vitesse de
I'objet varie dans le temps, s’il possede une vitesse initiale v, en entrant dans le nuage. Comme il
est clair que le mouvement de 1’objet sera unidimensionnel, nous pouvons encore nous dispenser
de la notation vectorielle dans cet exemple.

A un instant donné, la vitesse de 1'objet est v (par rapport au nuage) et il parcourt une distance
vdt pendant un temps dt. Il balaie donc un volume Avdt pendant ce temps et capture une masse
pAvdt, se déplacant & une vitesse relative —v. En appliquant la relation (7.51) & ce cas, avec
dm/dt = pAv, vy — —v et F =0, on trouve
dv pA dv pA

0=ma+v(pAv) ou — =-""0 = —=-"dt 7.52
(pAv) v - 3 - (7.52)

Cette relation s’integre immédiatement pour donner
1

A
=P st (7.53)
v m

En posant que t = 0 quand v = v, on détermine la constante d’intégration :

1 pAt 1
e B (7.54)

v m v A
0 1+ p—vot
m
Comme on s’y attend, la vitesse tend vers zéro quant ¢t — oo.

7.4 * Invariance par translation et conservation de la quantité de
mouvement

Dans cette section, nous allons montrer comment la conservation de la quantité de mouvement
d’un systeme isolée peut étre vue comme une conséquence d’un principe de symétrie : I'invariance
par translation.

Soit U(ry,rs,...,ry) 'énergie potentielle de N particules en interaction. Siles NV particules forment
un systeme isolé, alors 1’énergie potentielle ne dépend que de la position de ces particules et non
de la position d’'un quelconque objet externe qui pourrait exercer une force sur les particules du
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systeme. De plus, I'énergie potentielle ne peut pas dépendre du choix de ’origine, qui est tout-a-
fait arbitraire. En effet, ’espace ne comporte pas de point de référence préférentiel : on dit qu’il
est homogene. Ceci signifie que U reste inchangé lorsqu’on effectue une translation simultanée de
toutes les coordonnées par un vecteur b :

U(r;+b,ry+b,...,ry +b) =U(r,ry,...,ry) (7.55)

La conséquence de cette invariance par translation est que la force totale sur le systeme est nulle.
En effet, calculons la dérivée du membre de gauche par rapport au vecteur b; on trouve

N N
ou ou

R N E F, (7.56)
b &~ Or,; —

ou F; est la force exercée sur la ™ particule, qui dérive de U. Or, comme le membre de droite de
(7.55) est indépendant de b, la dérivée (7.56) est forcément nulle, et donc la force totale aussi, ce
qui implique la conservation de la quantité de mouvement totale du systeme.

Le fait que la force totale exercée sur un systeme isolé est nulle a été démontré a la section 3.5
en utilisant la troisieme loi de Newton : les forces internes s’annulent par paires. Or, la troisieme
loi de Newton peut étre vue comme une conséquence du principe d’invariance par translation. En
effet, la facon la plus simple de respecter I'invariance par translation est que U ne dépende que des
différences de coordonnées r; —r;, comme dans le cas de I'énergie potentielle gravitationnelle :

m.m .
U=-G — 7.57
; r; — I'j| ( )

En général, ’énergie potentielle d’un systeme de particules est non seulement invariante par trans-
lation, mais est aussi une somme sur les paires de particules :

U=> Uylr,—1;) (7.58)

1<j

C’est le cas notamment de ’énergie potentielle gravitationnelle (7.57). Autrement dit, les particules
interagissent deux a deux, de maniere invariante par translation. C’est d’ailleurs la seule fagon de

définir F,;, la force s’exercant sur la particule ¢ par la particule j. D’apres l'expression de la force
en fonction de I’énergie potentielle, on trouve
F Uy _ %% _ g (7.59)
v o, or; L '

ce qui est bien la troisieme loi de Newton.

En résumé, la conservation de la quantité de mouvement totale d’un objet est une conséquence
du principe d’invariance par translation (homogénéité de ’espace). La troisieme loi est aussi une
conséquence de ce principe, si I’énergie potentielle est une somme sur les paires de particules, comme
en (7.58). Il est & noter que, contrairement a 1’énergie, il n’existe pas de ‘quantité de mouvement
potentielle’ et de ‘quantité de mouvement interne’. Autrement dit, il n’y a pas d’autre forme de
quantité de mouvement que celle donnée par 'expression (3.5). On ne peut pas dire qu'une partie
de la quantité de mouvement d’'un objet en soit camouflée a l'intérieur sous forme de chaleur ou
autrement, comme pour l’énergie.
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Probléeme 7.1

Une fagon simple de mesurer la vitesse d’une balle de fusil est d’employer un pendule ballistique. La balle de
masse m, ayant une vitesse v, entre en collision avec un pendule de masse M et de longueur [, initialement au
repos. La balle est rapidement absorbée par le pendule, qui s’éleve ensuite jusqu’a un angle d’inclinaison ¢.
a) Quelle est la vitesse du pendule tout juste apres avoir absorbé la balle? Supposez que la balle est absorbée
tres rapidement.

b) Démontrez que la vitesse de la balle peut-étre obtenue & l'aide des quantités (mesurées) m, M et [ & aide

de la formule suivante :

M
v = mt 2gl(1 — cos @)
m

Probléeme 7.2

Un astronaute de masse M décide d’aller faire de menus travaux autour de la navette spatiale en orbite,
sans étre relié a la navette par un cable : il dispose d’'une combinaison munie de micro-propulseurs qui lui
permettent de se déplacer. Malheureusement, on a oublié de renouveler le carburant des propulseurs et ceux-
ci sont inopérants. 'astronaute est donc en train de dériver dans ’espace en s’éloignant de la navette a une
vitesse v et il ne dispose que de cinq outils de masse m qu’il peut lancer loin de lui dans le but de se rapprocher
de la navette. A chaque lancé, 'astronaute peut fournir un travail W.

a) S’il veut étre stir de rejoindre la navette, est-il préférable qu’il lance les cing outils simultanément ou 1'un
apres I'autre? Expliquez.

b) Donnez la vitesse de dérive maximum v que l'astronaute peut compenser en lancant ses outils, en fonction
de m, M et W, dans les deux cas évoqués en (a).

Probléme 7.3

Un jet d’eau puissant sort latéralement d’une borne-fontaine. La vitesse du jet d’eau est v, la densité de ’eau
est p et le diametre de 'ouverture par laquelle passe le jet d’eau est D. Quelle est la force de réaction agissant
sur la borne-fontaine?

Probléeme 7.4

Une balle élastique en caoutchouc rebondit sur une plate-forme descendant & une vitesse V. A son contact
avec la plate-forme, la balle a une vitesse u par rapport au laboratoire (le repére ‘fixe’, par rapport auquel
la plate-forme est en mouvement) et u fait un angle 6 par rapport & la verticale. Avec quel angle ¢’ la balle
rebondira-t-elle?

Réponse :

¢’ = arctan L
cos — (2V/u)

Probléeme 7.5

Un proton, en provenance d’'un accélérateur de particules, entre en collision avec une particule inconnue au
repos. Le proton est rétrodiffusé (c’est-a-dire qu’il rebondit vers son point de départ) avec les 4/9 de son
énergie cinétique initiale. Si la collision est élastique, quelle est la masse M de la particule inconnue, par
rapport a la masse my, du proton?
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Probléme 7.6

Une particule de masse m, animée d’une vitesse v (en une di-

mension), entre en collision avec un systéme de deux objets de "

masses M) (systéme ci-apres désigné par la lettre A) reliés par W—> W‘W\/WW\M
un ressort de constante k . Au départ, les deux objets reliés par
un ressort sont au repos et le ressort n’est ni comprimé, ni étiré (voir figure). On suppose que la collision entre
la particule et la masse M située a gauche est instantanée et élastique. Ceci signifie que la masse M n’a pas
eu le temps de bouger que la collision est déja terminée.

a) Calculez la vitesse v de la particule apres la collision et la vitesse V' du centre de masse du systéme A
apres la collision.

b) Si Ey,. désigne I'énergie interne (cinétique + potentielle) du systéme A et Fy I’énergie initiale de la par-
ticule, calculez le rapport Eiy /FEy en fonction seulement du rapport » = m/M. Que vaut ce rapport dans les
limites 7 — 0 et r — oc0?

c) Supposons que vous cherchez & briser le systeme A, sachant, par exemple, que le ressort se brise au-dela

d’un certain étirement. L’énergie Ej que vous donnez a la particule que vous projetez sur le systeme A est
fixe, mais vous avez le choix de la masse m. Quelle valeur de m (par rapport & M) devez-vous utiliser pour
maximiser vos chances de réussir?

Probléeme 7.7

Deux balles de caoutchouc, parfaitement élastiques et respectivement de masse m et
M (m < M) sont relachées I'une au-dessus de l'autre d’une hauteur h. La plus grosse
des deux balles rebondit sur le sol et la deuxiéme balle rebondit 'instant d’apres sur
la plus grosse balle. Supposez que tout le mouvement est vertical.

a) Tout juste avant la collision des deux balles, quelles sont leurs vitesses et quelle
est la vitesse du centre de masse des deux balles?

b) Quelle est la vitesse de la petite balle apres la collision?

c) Montrez que la hauteur maximale de la petite balle sera

h _(3M —-m 2h
max — M+m

Probleme 7.8

L’une des attractions qu’on voit souvent tréoner dans les officines bureaucra-
tiques est un ensemble de pendules contigus constitués de billes d’acier, cha-
cune suspendue par deux fils. Lorsqu’on laisse tomber une bille d’un certain
angle, elle entre en collision avec les billes restantes et le choc se transmet
entierement a la bille située a 'autre extrémité, qui monte a son tour, re-
descend, retransmet le choc a la premiere bille, etc.. Les billes centrales sem-
blent ne jouer qu’un role de “transfert de choc”, sans bouger. Or, cela n’est
pas tout a fait vrai : a la longue, les billes centrales oscillent peu a peu et a la
fin 'ensemble des billes oscille de maniere solidaire, avec une amplitude plus
petite que 'amplitude de la bille initiale. Ce phénomene est di au fait que les collisions entre les billes ne
sont pas parfaitement élastiques mais qu’une petite partie de I’énergie est perdue en chaleur a chaque coup.
Supposons ici qu’il s’agit de la seule perte d’énergie : on néglige la résistance de l’air ou les pertes dues au
frottement des fils de suspension. Considérez un systéme de deux billes seulement. Si la premiere bille est
initialement relachée d’un angle 6, quelle sera I’amplitude 6" de 'oscillation solidaire des deux billes & la fin?
Donnez une relation entre 6 et 8 n’impliquant aucun autre parameétre. Comment cela change-t-il si le systéme
compte 5 billes au lieu de deux?

Indice : lors de chaque collision, 1’énergie n’est pas conservée, mais elle est conservée lors de 1’oscillation d’une
ou plusieurs billes. Inversement, une autre quantité est conservée lors de chaque collision, mais pas pendant
loscillation. Vous pouvez supposer, si vous le désirez, que les amplitudes d’oscillation sont petites, de sorte
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que la période est indépendante de ’amplitude et que les collisions ont toujours lieu au point le plus bas, mais
cela n’est pas vraiment nécessaire.

Probléme 7.9

Deux blocs identiques, de masse m, sont reliés par un ressort en compression.
La longueur a 1’équilibre du ressort est d est celui-ci est comprimé a une d—l1
longueur d — £. Le bloc de gauche est appuyé sur un mur et les deux blocs

reposent sur une surface horizontale sans frottement. At=0,le systeme est
relaché et, par la décompression du ressort, entreprend un mouvement vers la 1 2
droite.
te=0 x

a) Apres que le bloc de gauche ait perdu contact avec le mur, I’énergie cinétique
du centre de masse occupe quelle fraction de I’énergie totale du systéeme?

b) Quel est I'étirement maximum du ressort par rapport a sa valeur initiale?

¢) Donnez une expression détaillée des positions z1(t) et x2(t) du centre de chacun des blocs en fonction du
temps.

Probléeme 7.10

Une cible mince en lithium est bombardée par des noyaux d’hélium d’énergie Ey. Considérez que les noyaux
de lithium sont au repos dans la cible et qu’ils sont pratiquement libres, c’est-a-dire que leur énergie de liaison
est négligeable par rapport a Fy. Quand un noyau d’hélium entre en collision avec un noyau de lithium, une
réaction nucléaire peut se produire au cours de laquelle 'ensemble se transforme en un noyau de bore et
un neutron. La collision est inélastique : ’énergie cinétique finale est plus petite de 2,8 MeV que ’énergie
cinétique initiale (1 MeV = 1,6 x 10713 J). Les masses relatives des particules en jeu sont les suivantes :
hélium, masse 4; lithium, masse 7; bore, masse 10; neutron, masse 1.

a) Quelle est ’énergie minimum Eé“in' (énergie de seuil) des noyaux d’hélium en-dega de laquelle cette réaction
ne peut pas se produire? Quelle est I’énergie des neutrons a ce seuil?
b) Montrez que si I'énergie incidente est comprise dans Uintervalle E(‘)nm' < Ey < E(I]nin' + 0,27MeV, I'énergie

des neutrons éjectés vers ’avant n’est pas fixée de maniere unique, mais peut prendre deux valeurs. Ceci peut
se comprendre plus facilement dans le référentiel du centre de masse.

Probleme 7.11

Un jet d’eau vertical, avec un débit o (nombre de kg d’eau par seconde) et une vitesse de départ vy, soutient
une poubelle inversée de masse m a une hauteur h. Trouvez la hauteur h en fonction des parametres o, m,
vy et g.



8 Mouvement dans un champ de force central

Dans cette section nous nous intéressons au mouvement d’une particule dans un champ de force
central, c’est-a-dire un champ de force dirigé vers 'origine et dont I’amplitude ne dépend pas de
la direction. L’exemple le plus important est celui du champ gravitationnel exercé par un astre
sphérique. Le probléeme particulier d’'un objet en mouvement dans un tel champ gravitationnel est
appelé probleme de Kepler et sera résolu plus bas.

8.1 Moment cinétique et loi des aires

Moment d’un vecteur

Considérons un vecteur A associé a un point dont la position est r. Par exemple, A peut étre la
vitesse d’'une particule située a ce point, ou encore la force s’exercant sur cette particule, etc. Le
moment de ce vecteur A est défini comme le produit vectoriel de la position par A :

M=rAA (8.1)

Les moments les plus utilisés en mécanique sont le moment de la quantité de mouvement ou moment
cinétique, et le moment de la force ou couple :

moment cinétique: J =rAp=mrAv

(8.2)
couple: N =rAF

La dérivée par rapport au temps d’'un moment se calcule ainsi :

aM _dr L dA
dt  dt dt (8.3)

=vAA+TAA

Dans le cas du moment cinétique, comme A = mv, le premier terme s’annule car v Av = 0 et la
dérivée du moment cinétique est simplement le couple :

dJ i

dt
Ce résultat est parfois appelé théoréme du moment cinétique. Nous avons ici utilisé la relation
p = F, ce qui suppose que nous sommes dans un référentiel d’inertie.

De par sa définition, le moment d’un vecteur dépend en général du choix de l'origine, c’est-a-dire
du point par rapport auquel il est évalué. Considérons une origine O’ située a une position r, par
rapport a l'origine O. La position r’ de I'objet par rapport a O’ est ' = r — r,,. Si le vecteur A
est indépendant du choix de origine — c’est le cas si A = v ou A = F — alors le moment M’ du
vecteur A par rapport & O est

M=(r-r)NAA=M-r,AA (8.5)

)

On dit couramment que M’ “est évalué en r,” et que M “est évalué a 'origine”. En appliquant
cette relation au moment cinétique et au couple, on trouve :

J=J—r,Amv N =N-r,AF (8.6)
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Figure 8.1. La grandeur du moment cinétique est donnée par rv, (la distance de lorigine a la particule,
multipliée par la composante de v perpendiculaire au vecteur position) ou par r v (la distance de
Porigine jusqu'a la droite qui prolonge le vecteur vitesse, multipliée par la grandeur de la vitesse).

Signalons une autre fagon d’exprimer le moment cinétique (ou tout autre moment). Le vecteur
position r d’une particule peut toujours étre décomposé comme r =r, +r, ou r, est un vecteur
perpendiculaire a v et rj un vecteur parallele a v. Comme ry Av =0, le moment cinétique peut
s’exprimer simplement comme J = mr | Av ou, en grandeur, J = mr, v. Autrement dit, la grandeur
du moment cinétique est le produit de la masse par la vitesse, par la distance entre ’origine et la
droite qui prolonge le vecteur-vitesse (fig. 8.1).

Conservation du moment cinétique

La notion de moment cinétique est utile parce que cette quantité est conservée dans certaines
circonstances. En particulier, lorsque la force qui s’exerce sur une particule est centrale, c’est-
a-dire dirigée vers l'origine ou dans la direction opposée a l'origine, le moment cinétique de la
particule évalué a l'origine est conservé (c’est-a-dire constant dans le temps). En effet, le couple
exercé par la force centrale est nul : N =r AF = 0 car F est parallele 4 r, et donc J = N = 0.

La premiere conséquence de la conservation du moment cinétique J est que le mouvement de la
particule est entierement compris dans le plan perpendiculaire a J. En effet, r est par définition
perpendiculaire & J et la condition r - J = 0 définit bel et bien un plan. Bien str, comme v -J = 0,
la vitesse v appartient au méme plan. On peut librement choisir un systeme d’axes tel que ce plan
soit le plan zy et utiliser les coordonnées sphériques r et ¢.! En fonction de ces coordonnées, la
position et la vitesse de la particule sont

r=rf et v=rt+rpp (8.7)
Le moment cinétique a donc I'expression suivante :

J=mrAv=mripz (8.8)

Loi des aires

Une autre conséquence de la conservation du moment cinétique est la deuxieme loi de Kepler, dite
loi des aires: I'aire balayée par unité de temps a partir de 'origine par le rayon vecteur d’un objet
— la vitesse aréolaire — est constante. Autrement dit, en se référant a la trajectoire elliptique de la
figure 8.2, si le temps requis pour aller du point A au point B est le méme que pour aller du point
C au point D, alors les aires des deux régions ombrées (AFB et CFD) sont les mémes. Cette loi
se démontre de la maniére suivante : supposons que 'objet est au point r au temps ¢ et au point
r+dr au temps ¢+ dt. L’aire d.S balayée par le rayon vecteur de la particule pendant cet intervalle

I Notons que le plan xy coincide avec le plan 0 = 7/2 et que sur ce plan, les coordonnées cylindriques (p, )
et sphériques (r, ¢) coincident.
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Figure 8.2. Illustration de la loi des aires pour une orbite elliptique. Le foyer F est a l'origine. Les
aires des secteurs AFB et CFD sont égales,; si les temps pour aller de A a B et de C a D sont égaux.

infinitésimal est ’aire du triangle formé par les deux vecteurs r et r + dr et peut s’exprimer par le
produit vectoriel :

dS = J|r A (r + dr)|
= Lr Adr|
= v Avldt (8.9)
J
= Py
2m
Le taux de changement de cette aire, c’est-a-dire I'aire balayée par unité de temps, est justement

s 13|

U om (8.10)

et est constant si le moment cinétique est conservé.

O

A B C D

Figure 8.3. Illustration de la loi des aires pour une particule libre. Les aires des triangles OAB, OBC
et OCD sont égales si les segments AB, BC, et CD sont égaux.

L’illustration la plus simple de la loi des aires est le mouvement d’une particule libre. Considérons la
Fig. 8.3. Une particule libre se déplace a vitesse constante v, a proximité d’une origine O arbitraire.
Supposons que la particule se trouve a tour de role aux points A, B, C et D a des temps également
espacés. Puisque sa vitesse est constante, les segments AB, BC et CD sont d’égales longueurs. La
loi des aires stipule que les aires des triangles OAB, OBC et OCD sont égales. Or ceci est évident
par géométrie élémentaire puisque chacun de ces triangles a une hauteur h et qu’ils ont tous des
bases égales.
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Exemple : distance minimale d’approche

Comme application de la conservation du moment cinétique, considérons un proton ayant une
vitesse v, a l'infini et entrant en collision avec un noyau de charge Ze situé a l'origine (voir la
Fig. 8.4; on suppose le noyau fixe a l'origine). Dans un processus de collision comme celui-ci, le
parameétre d’impact b est défini comme la distance entre la cible (le noyau) et la droite que suivrait
le projectile 8’il n’était pas dévié par la cible (cf. Fig. 8.4).

Figure 8.4. Processus de collision d’un projectile sur une cible fixe, avec parametre d’impact b. A
Iinfini, la vitesse de la particule est vq. Si elle n’était pas déviée par la cible, elle passerait a une
distance b de celle-ci, mais la répulsion la fait passer, au point le plus proche, a une distance s de la
cible.

L’énergie potentielle du proton en présence de ce noyau est

UW)Zkéf (8.11)

Le moment cinétique initial du proton (évalué a 'origine) est J = mu,b (m est la masse du proton).
Au point le plus proche du noyau, le proton a une vitesse v, < v, dans la direction perpendiculaire
a son rayon-vecteur et est situé a une distance s du noyau. Le probleme est de calculer cette
distance minimale d’approche s. Le moment cinétique du proton, & ce moment, est J = mv,s. La
conservation du moment cinétique nous dicte donc

v,
s=b" (8.12)
US
Cependant, nous désirons exprimer s uniquement en fonction de quantités connues bien avant la
collision, a savoir b et v,. Nous devons donc exprimer v, en fontion de ces quantités, ce qui peut se
faire en utilisant la loi de conservation de I’énergie :
72
mvg = %mvf +k—
5 (8.13)
vab? Ze?

1
— 10 4 p2C
277 g2 S

D=

Il s’agit d’une équation quadratique en 1/s:

Ze? b?
Te = imuj <1 - ) (8.14)
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Cette équation peut étre résolue pour s en fonction de b et v,, par la méthode habituelle de
résolution des équations quadratiques. La solution est

mudb
kZe?
s=b (8.15)

2

™muv
1 01
tize

Le signe de la racine carrée a été choisi de maniere & produire un résultat positif. Notons que b < s
car nous avons affaire ici & une interaction répulsive (le proton et le noyau ont tous les deux une
charge positive). Notons les limites suivantes :

kZe?
b—0 == 5—>17€2

3 MY
b— o0 — s—b

Dans le premier cas (b — 0), le résultat s’obtient de maniere évidente par la seule conservation de
Pénergie. Dans le deuxieéme cas, (b — o0), le projectile n’est pratiquement pas dévié par le noyau.

Exemple : section de capture d’une planéte
Par le méme procédé, on peut déterminer la section de capture d’une planete. Considérons un corps
léger (astéroide, satellite artificiel, etc.) de masse m en mouvement vers une planéte de masse M,

avec un parametre d’impact b. Le potentiel d’interaction est maintenant U(r) = —GMm/r et
I’Eq. (8.14) peut étre immédiatement adaptée a ce cas :
Mm b?
-G =imug (1— = 8.16
= o (1- ) (5.6
La solution (8.15) aussi se transpose facilement :
Vb
GM
s=b (8.17)
LA
GM

(nous avons simplement procédé au remplacement kZe? — —GMm et changé le signe de la racine
carré (un choix de racine de I’équation quadratique) de maniére & obtenir un résultat positif. Dans
ce cas, comme 1’énergie potentielle est négative, la distance minimale d’approche est plus petite
que le parametre d’impact : s < b. Pour que 'objet soit capturé par la planete, il suffit que s soit
inférieur au rayon R de cette derniere. On obtient ainsi une condition pour la capture de 'objet
en fonction de sa vitesse et de son parametre d’impact :

vab
GM
R>b (8.18)
1+ 2
GM

Dans ’équation ci-dessus, I’égalité (s = R) meéne a une valeur de b en fonction de R qui permet
de calculer la section géométrique 7b* & l'intérieure de laquelle tout objet s’écrasera sur la planete
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(section de capture). Cependant, on peut plus facilement obtenir cette section de capture a partir
de (8.16) en posant s = R et en isolant b? :
GMR
T = 2r——— + 7R’ (8.19)
Yy

Le deuxiéme terme du membre de droite est la section géométrique de la planete et le premier
est une correction qui est d’autant plus importante que v, est petit. Si v, = 0, alors l'objet sera
certainement capturé par la planete, alors que si v, — oo, I'objet ne sera capturé que si il se dirige
en droite ligne vers la planete.

8.2 Potentiel central et orbites

Dans cette section nous allons montrer comment la conservation de I’énergie et du moment cinétique
nous permet de comprendre le mouvement d’un objet dans un champ de force central comme si
I’objet en question se déplagait en une seule dimension, celle de la coordonnée radiale r.

Premierement, écrivons ’énergie cinétique de I'objet en fonction des coordonnées (r, ¢):

K =

—1m <1;2+ J? ) (8.20)

= smr° +

L’énergie totale, incluant 1’énergie potentielle U(r) associée au champ de force central, est

2

E = {mi?
smre + 212

Le premier terme est K, I'énergie cinétique radiale de I'objet. Le deuxieme terme est 1’énergie
cinétique associée au mouvement angulaire de 'objet. Au lieu d’associer cette formule & une par-
ticule en mouvement dans un plan, on pourrait tout aussi bien ’associer a une particule se déplagant
dans une seule direction, le long de I’axe des r, mais dont ’énergie potentielle serait maintenant le
potentiel effectif suivant :

+U(r) (8.21)

J2
U (r) = 55 + U (1) (8.22)

Le premier terme de U, , impliquant le moment cinétique constant J, est appelé potentiel cen-
trifuge. Bien str, I'objet qui nous intéresse se déplace sur un plan, mais la conservation du moment
cinétique nous permet d’exprimer 1’énergie cinétique angulaire en fonction de r et de lui donner
I’apparence d’une énergie potentielle. L’évolution de la coordonnée radiale r en fonction du temps
peut étre déterminée a ’aide du potentiel effectif U4, comme si 'objet se déplacait en une seule
dimension décrite par la coordonnée r, que son énergie cinétique était uniquement donnée par
K, = %mf"z et que son énergie potentielle était donnée par U . Il s’agit bien sir d’un artifice,
puisque U,; contient a la fois de I’énergie potentielle et de I’énergie cinétique. C’est comme si on
observait 1’'objet a partir d’un référentiel tournant a la méme vitesse angulaire que lui, sans que
cette vitesse angulaire soit nécessairement constante. L’évolution dans le temps de la coordonnée
radiale peut étre obtenue a partir de la composante radiale de la force dans ce référentiel :
i — AU, _ J? dU

A 2
dr mr3  dr (8.23)
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Le premier terme du membre de droite est la force centrifuge ressentie dans ce référentiel tournant
(cf Sect. 10.3). En effet, puisque J = mr?¢, ce terme est
— = mr¢ 8.24
mr3 ¥ (8.24)
ce qui est bien l'expression habituelle de la force centrifuge. Ceci justifie le nom de potentiel
centrifuge donné au premier terme de (8.22).

Considérons maintenant le cas d’un potentiel en 1/r, comme le potentiel gravitationnel. L’expression

du potentiel effectif est
J? k
- = (8.25)

2mr? r

Ueff .

ou k = GMm pour le potentiel gravitationnel d’un astre sphérique de masse M agissant sur un
objet de masse m. Ce potentiel est illustré a la figure 8.5. On remarque qu’il posséde un minimum
au point 7, déterminé par la condition Ul; = 0:

dU g J? k J?
dr lr mry  r} T Tm (8.26)
La valeur du potentiel effectif a ce point est
k —
Uer.(ro) = _TTO = E, (8.27)

E,

Figure 8.5. Potentiel effectif U.g. d’un objet de moment cinétique J # 0 dans un champ de force en
1 /7“2. Une valeur particuliere de J a été choisie et les points de rebroussement 71 et ro sont indiqués
pour une valeur particuliere (négative) de E.

Le mouvement d'un objet dans ce potentiel est dicté par la valeur de son énergie E. Si B, < E <0,
alors il existe deux points r; et ry, déterminés par la condition Uy (7 5) = E, pour lesquels I'énergie
cinétique radiale K, est nulle. Le mouvement radial de l'objet sera un oscillation limitée par ces
deux points, correspondant respectivement a ’aphélie et au périhélie de 1'objet et appelés pour
cette raison points de rebroussement. La vitesse radiale 7 de I'objet sera maximale a r(, car c’est
la que I'énergie cinétique radiale K, = E — U4 est la plus grande. Dans le cas limite £/ = £,
Iénergie cinétique radiale est nulle et donc r est constant (r = 7). L’orbite est donc circulaire
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dans ce cas. Enfin, si £ > 0, il n’y a qu'un seul point de rebroussement, correspondant a la
distance minimale d’approche de l'objet et celui-ci peut s’éloigner a l'infini. Notons que cette
analyse n’est pas spécifique au potentiel en 1/r, mais peut étre appliquée a toute une classe de
potentiels centraux.

8.3 Probleme de Kepler

Dans I’histoire de la mécanique, le probleme de Kepler, c’est-a-dire le calcul de l'orbite d’une
particule sous l'influence d’une force en inverse du carré de la distance, occupe une place tres
importante. L’astronome allemand Johannes Kepler énonga trois lois qui portent son nom en 1609
(lois I et II) et 1618 (loi III), sur le mouvement des planetes du systeme solaire :

I. Les planetes décrivent des orbites elliptiques dont le Soleil occupe 1'un des foyers.
II. En des temps égaux, les rayons des planétes balaient des aires égales (loi des aires).

II1. Le rapport du carré de la période au cube du demi grand axe de I'ellipse (T?/a?) est le méme
pour toutes les planetes.

Kepler parvint a énoncer ces lois a partir de 'observation seule : ce sont des lois empiriques. C’est
Newton qui va démontrer mathématiquement, vers 1686, que les trois lois de Kepler découlent des
lois générales du mouvement et de la force de gravité en inverse du carré de la distance (1/r?).
Nous avons démontré plus haut la deuxieme loi de Kepler; elle est en fait valable pour toute
force centrale. Les deux autres lois ne sont correctes que pour une force en 1/r%. Nous allons les
démontrer dans cette section.

Considérons un objet ponctuel de masse m, se déplacant dans le champ gravitationnel d’un astre
de masse M. On supposera que M > m, de sorte que l'astre est a toutes fins pratiques fixe. En
exprimant I’énergie cinétique angulaire en fonction du moment cinétique, I’énergie totale de ’objet
est?

- k=GMm (8.28)

De cette équation, nous pouvons isoler 7 :

2F 2k J?
74_7_

mr  m?2r?

(8.29)

=

Nous pouvons ensuite exprimer la différentielle dr en fonction de dt et des constantes du mouvement

FE et J:
dr
dt = (8.30)
2F 2k J?
- + -

m  mr  mZr?

Nous pouvons en principe intégrer les deux membres de cette équation et obtenir la variation de r
en fonction du temps. Cependant, ce qui nous intéresse ici est la trajectoire de l'objet, c’est-a-dire
la courbe qu’il décrit dans le plan : ¢’est donc la relation entre r et ¢ que nous voulons obtenir. A
cette fin, remarquons que

’I’TL’I"2

J=mrty = dt= Tdcp (8.31)

2 Nous avons introduit la constante k dans le but de rendre le calcul plus général, en particulier pour éviter
de confondre la masse gravitationnelle avec la masse inertielle, méme si les deux sont en principe égales. Ceci
sera utile lors de la discussion de la masse réduite, plus loin.
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On peut donc récrire (8.30) ainsi :

dr
dp =
2mErt  2kmir3 )
72 2
Notons que la quantité
J2
= — 8.32
To L ( )

a les unités d’une longueur : c’est la position du minimum du potentiel effectif dans 1’Eq. (8.26).
Définissons ensuite la variable u = r,/r, telle que du = —u?dr/r,. La relation (8.31) devient

du

dgp:—
E
\/—E)+2u_u2

ou E, est le minimum du potentiel effectif, c’est-a-dire la valeur minimum de I’énergie que
Pobjet peut avoir, selon 'Eq. (8.27). Il est maintenant possible de compléter le carré figurant
au dénominateur :

(8.33)

E E
—— t2u—uP=—(u—172+1—- — 34
E0+ u—u (u—1)+ E, (8.34)
on trouve alors 1
dp = — 4 (8.35)
e? — (u—1)>2

E / 2EJ?
=4/1—=—=1/1 8.36
c \ E, T m (8:36)

L’intégrale se fait maintenant facilement :

ou on a défini

-1
¢ = arccos <u > + cst. (8.37)

e

Choisissons l'origine des ¢ de sorte que la constante d’intégration soit nulle (ce choix est standard).
On peut alors écrire

u=1+4+ecosp =— r(p) "o (8.38)

- 1+ ecosep

Il s’agit la de I’équation d’une section conique (ou simplement, d’une conique) en coordonnées
polaires, avec l'origine au foyer. Rappelons qu'une conique est la courbe d’intersection d’un cone
avec un plan. Le parametre e est appelé excentricité. Si 0 < e < 1, la conique est une ellipse; si
e > 1, il s’agit d’une hyperbole a deux branches; si e = 1, il s’agit d’'une parabole.

C’est I’énergie de I'objet qui détermine le type de trajectoire suivi :

1. Si Pénergie de 1'objet est négative (E < 0), alors 'excentricité e est plus petite que 1 et la
trajectoire de I'objet est elliptique avec le centre d’attraction a I'un des foyers. C’est précisément
la premiere loi de Kepler.
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7

apocentre
anuaond

Figure 8.6. Description d’une ellipse en coordonnées polaires (r, ), avec I'un des foyers (F) comme
origine. Le demi grand axe a, le demi petit axe b et ¢ = ea sont indiqués. Le maximum de |#| se produit
ar=rg, quand p = £7/2.

. Si I'énergie est positive (E > 0), alors l’excentricité est plus grande que 1 et la trajectoire est

hyperbolique. La particule ne parcourt qu'une seule branche de I’hyperbole, avec une asymptote
a ¢ = tarccos(—1/e). Voir a cet effet la Fig. 8.7.

Si Iénergie est nulle (E = 0), la trajectoire est parabolique. Il est clair que ce cas est une
singularité mathématique mais on dit qu’une comete a une trajectoire parabolique si la mesure
des parametres de son orbite mene a une excentricité compatible avec e = 1, a 'intérieur des
marges d’erreurs.

8.4 Propriétés des coniques

Nous devons maintenant démontrer que la courbe décrite par I’équation

— "o
r(p) = [ Fecoy (8.39)

possede les propriétés des coniques.

Commencons par le cas e < 1. Notons les propriétés suivantes (voir la figure 8.6) :

1.

La courbe est bornée, c’est-a-dire que 7 n’est jamais infini, puisque le dénominateur de
Pexpression (8.39) n’est jamais nul.

La courbe est fermée sur elle-méme. En effet, ’expression (8.39) est une fonction périodique en
 de période 27, et donc elle revient au méme point apres une révolution complete.

La courbe est symétrique par rapport a I’axe horizontal, car I'expression (8.39) est une fonction
paire de .

Le point le plus rapproché de l'origine, le péricentre, correspond a ¢ = 0, et sa distance de
lorigine est 7, = 7,/(1 + ¢). Le point le plus éloigné, I’apocentre, correspond & ¢ = 7 et sa
distance de l'origine est r, = r,/(1 — e). La distance de l'objet en quadrature, c’est-a-dire a
© = /2, est précisément 7.
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5. La largeur de la courbe est le grand axe, noté 2a (a est le demi grand axe), qui vaut

2r, Ty
2a:rp+ra:1_62 — a:l_62
et I’équation de la courbe peut s’écrire
a(l—e?)
= - 8.40
(@) 1+ ecosy ( )

6. Définissons la distance ¢ = ae, et introduisons un point F’ situé & une distance 2c¢ a gauche
de l'origine F (voir figure). Montrons que la somme des distances entre un point P et les deux
points est la méme pour tous les points de la courbe (ce qui confirmerait que la courbe est une
ellipse, selon 1'une des définitions habituelles de ’ellipse). Ces deux points (F et F’) sont appelés
les foyers de l'ellipse. La démonstration est simple, et se base sur la loi des cosinus : la distance
r’ est telle que

7% = r? + 4¢? — drecos(m — ) (8.41)
puisque 7 — ¢ est 'angle entre les cotés du triangles de longueurs r et 2¢ respectivement. Comme
cos(m — ) = — cos p, alors

r? = 1% +4c¢® + drccos (8.42)

Mais I’équation (8.40) peut aussi s’écrire ercosp = a(1 — e?) — r, ce qui permet d’éliminer ¢
de I’équation ci-haut :

' =1? +4e’a® +da (a(l — €*) — 1) (8.43)
(nous avons substitué ¢ = ae). En simplifiant, on trouve

r? = 1% +4a® — dar = (r — 2a)? (8.44)

Prenons maintenant la racine carrée de 1’équation. Comme r est toujours inférieur a 2a,
\/(r —2a)? = 2a — r et on trouve enfin

r'=2a—r = 1 +r=2a (8.45)

Ceci démontre donc la propriété que la somme des distances aux deux foyers est une constante,
égale a 2a.

7. Cette derniere propriété de 'ellipse implique une symétrie entre les deux foyers, ¢’est-a-dire que
la courbe doit étre symétrique lors d’une réflexion par rapport a son centre, situé a mi-chemin
entre les deux foyers, donc a une distance ¢ = ae de l'origine.

Continuons par le cas e > 1. Notons les propriétés suivantes (voir la figure 8.7) :

1. Comme dans le cas précédent, la courbe est symétrique lors d’une réflexion par rapport a 'axe
horizontal, en raison de la parité de la fonction cos .

2. Comme e > 1, le dénominateur de I'expression (8.39) s’annule quand cos ¢ = —1/e, et donc la
courbe s’éloigne a 'infini & ces valeurs de ¢, qui correspondent a des asymptotes. Appelons ¢,
la valeur correspondante de ¢, c’est-a-dire telle que cosg, = —/e et /2 < ¢, < 7.

3. Dans le domaine ¢ € [p,, 2m—p,], la valeur de r tirée de 'éq. (8.39) est négative. Géométriquement,
ceci correspond un point situé a une distance |r| > 0 de l’origine, mais de Pautre coté de 1'origine.
Ce domaine d’angle décrit une branche distincte de la méme courbe, indiquée en pointillé sur
la figure.
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Figure 8.7. Description d’une trajectoire hyperbolique en coordonnées polaires, avec un des foyers
comme origine. L’autre moitié de ’hyperbole (en pointillé) n’est pas parcourue par l'objet.

4. La trajectoire physique de ’objet correspond a la branche illustré a gauche, celle qui concave
par rapport a l'origine et qui correspond donc a une force attractive.

5. Le point le plus rapproché de l'origine est obtenu quand ¢ = 0, et est situé a une distance
T, = ro/(1+¢€).

6. Comme dans le cas elliptique, définissons un autre point, F’, situé a une distance 2c¢ a droite de
l'origine F, ou1 ¢ = ae et ou a est cette fois défini par ’expression

"o
e2 —1

— r,= a(e2 -1) (8.46)

a =

Reprenons les calculs effectués dans le cas elliptiques, avec les modifications appropriées. La

loi des cosinus est encore appliquée, mais ’angle entre les deux cotés connus est ¢ et non plus
T—:

2.2 2

7" =1+ 4c” —4rccos g (8.47)

Comme I’équation (8.39) peut aussi s’écrire er cos ¢ = a(e? —1) —r dans ce cas, on peut éliminer
 de I'équation ci-haut :
r? =1r? +4e*a® —da (a(e* — 1) — ) (8.48)

(nous avons substitué ¢ = ae). En simplifiant, on trouve
" =1 + 4a® + dar = (r + 2a)? (8.49)

La racine carrée nous donne

/

r'=2a+r = 1 —r=2a (8.50)

Ceci démontre donc la propriété que la différence des distances aux deux foyers est une constante,
égale a 2a. C’est une propriété reconnue de I’hyperbole

Enfin, le cas e = 1 correspond a une parabole. Cette correspondance sera démontrée plus bas, lors
de la comparaison avec les équations cartésiennes des mémes courbes.
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Correspondance avec les coordonnées cartésiennes

Une autre facon de démontrer que 'Eq. (8.38) décrit bien une ellipse, une parabole ou une hy-
perbole est de comparer cette équation a I’expression plus connue de ces courbes en coordonnées
cartésiennes. A cette fin, récrivons cette équation comme r = r; — recosy et substituons les

coordonnées cartésiennes x = rcos ¢ et y = rsin ¢:

r=ry—er = 1r’=2%+y*=ri+e2?2rjex (8.51)
ou encore
22 (1 —e*) + 2rpex +o* = rd (8.52)
Complétons le carré de I'expression en z :
(1-¢) (24— P S (8.53)
—e’) | x =r ry = .
1—e2 4 07 1—e2 0 1—¢2
Définissons maintenant la coordonnées x’ obtenue de x par une translation de l'origine :
/ €7y
= = 8.54
¥r=xz+c =12 (8.54)
L’équation de la courbe se ramene alors a
m/2 2
=1 (8.55)
o U
(-2 ([-)
Considérons mainenant les trois cas possibles :
1. e < 1. Dans ce cas, on peut définir
To To
a= b= —— c=ae=+va*—b? 8.56
1 — e2 V1 — 2 ( )
et I’équation de la courbe correspond bien & celle d'une ellipse centrée en 2’ =0, y =0 :
2
po) + =i 1 (8.57)

Le parametre a est alors le demi grand axe de lellipse et b est le demi petit axe. En particulier,
si e = 0 (correspondant a I’énergie minimale E' = E)) la courbe est un cercle de rayon a = b.

2. e > 1. On définit plutot

TO 0
e2—1 e? —1

a =

(8.58)

et I’équation de la courbe correspond bien a celle d’'une hyperbole a deux branches centrée en

2=0,y=0:
1’/2 y2

L’hyperbole admet une asymptote a un angle ¢, = tarccos(—1/e) par rapport au foyer.

. e = 1.1l g’agit du cas limite entre une ellipse et une hyperbole. On ne peut utiliser I’Eq. (8.55)
directement car on y a divisé par 1 — 2. Retournons plutot & l'expression (8.52). On trouve
alors )
Y To
r=—-—=—+4— 8.60
2r, + 2 ( )
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C’est I'équation d’une parabole, tournée d’un angle droit par rapport a sa définition habituelle
(z en fonction de y au lieu du contraire). L’origine 2 = y = 0 est le foyer de la parabole.

8.5 Orbites elliptiques

A la section précédente nous avons démontré qu’un objet d’énergie totale négative décrit autour
du centre d’attraction une orbite elliptique. Dans cette section nous allons donner un peu plus de
détails sur les orbites elliptiques, en particulier leur spécification dans I’espace.

Troisieme loi de Kepler

La troisieme loi de Kepler stipule que le rapport du carré de la période au cube du demi grand-axe
est le méme pour toutes les planetes. En effet, si on integre la loi des aires (8.10) sur le temps, on
trouve

ds J
—dt=8=—T .61
/dt s 2m (8.61)

ou T est la période de 'orbite et S est ’aire totale balayée en une période, soit I'aire de l'ellipse
mab. En substituant les valeurs explicites de a et b, on trouve

_ 2mm rg B m
T = T Ui (2m)4/ 70 (8.62)

. (27T>2 3
e

ou, vu que k = GMm,

T2

(8.63)

Le point important ici est que, pour une astre central donné, le carré de la période ne dépend que
du demi grand axe a et rien d’autre. Autrement dit, toutes les orbites ayant une valeur fixe de a
ont la méme période, quelle que soit leur excentricité.

Energie, moment cinétique et vitesses
Les parametres de ellipse (le demi grand axe a et I'excentricité e) sont déterminés par I’énergie
totale E et la grandeur J du moment cinétique de I'objet :

2E.J? ro J2 1 k

k2m “ 1—e2 kml—e? 2F (8.64)

e=1\/1+

Inversement, nous pouvons exprimer F et J en fonction de a et e :
k
E = % J = v/kma(l — €?) (8.65)
a

La vitesse de 'objet se trouve facilement en fonction de sa distance r, car I'énergie totale est
simplement

k k(2 1
E=1mv®—= etdonc v’=— ( — ) (8.66)
r m\r a

Em fonction de a, I’équation de l'orbite (8.38) s’écrit ainsi :

1 — ¢?

() :al—l—ecosgo

(8.67)
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Selon cette équation, I’apocentre de 1'orbite — le point le plus éloigné du centre d’attraction — se
trouve & ¢ = m, soit & une distance r, = a(l + e€) = a + ¢. De méme, le péricentre — le point le
plus rapproché — se trouve a ¢ = 0, a une distance r, = a(l —e) = a —c. A ces deux points le
vecteur vitesse est perpendiculaire au rayon vecteur et donc la grandeur du moment cinétique est
simplement le produit mvr. On obtient donc, pour 'apocentre et le périhélie, respectivement,

o - S _ | kl=e) o= [ k1te) (8.68)

“ mr, ma(l + e) P omr, ma(l — e)

Bien sur, ces vitesses peuvent aussi s’obtenir de la relation (8.66). Notons que, dans le cas d’une
orbite autour du Soleil, les termes apocentre et péricentre sont remplacés par aphélie et périhélie,
respectivement. Pour une orbite autour de la Terre, on dit plutot apogée et périgée

Equation de Kepler
L’équation de l'ellipse nous donne la distance r en fonction de 'angle, mais pas le temps écoulé
depuis le passage au périhélie. Le temps peut s’obtenir a ’aide de ’équation de Kepler, que nous
allons donner ici sans démonstration. On commence par définir ’anomalie excentrique E (notation
standard : ne pas confondre avec ’énergie totale), définie par la relation

E 1—e ©

tan — = tan £ 8.69
any 1+e M7y (8.69)

Ensuite, le temps t depuis le passage au périhélie (¢ = 0) est déterminé par la solution de I’équation
transcendante suivante : T
t=—(F —esinE) (8.70)
27
ou T est la période de l'orbite. Remarquons que quand ¢ fait un tour complet (de 0 & 27), F fait de
méme (mais & un rythme différent) et donc ¢ change par 7', comme prévu. Dans le jargon, 'angle ¢
est appelé anomalie vraie et 'angle 27t/T', qui croit linéairement avec le temps, est appelé anomalie
moyenne. Dans une orbite circulaire, les trois anomalies se confondent, mais elles sont toutes les
trois différentes dans une orbite elliptique (anomalie est simplement un synonyme d’angle dans ce
contexte).

Eléments d’une orbite

Pour spécifier completement une orbite dans I'espace, il faut donner non seulement les parametres
a et e, mais aussi le plan de l'orbite et 'orientation de 'ellipse dans ce plan. La Fig. 8.8 illustre les
parametres couramment utilisés a cette fin. L’inclinaison ¢ de l'orbite est I’angle entre le plan de
Porbite et le plan équatorial (le plan de 'orbite terrestre (écliptique) dans le cas d’une planete ou le
plan de I"équateur terrestre dans le cas d’un satellite artificiel de la Terre). La ligne des noeuds est
I'intersection de ces deux plans. La longitude du noeud ascendant {2 est I’angle entre une direction
de référence sur le plan équatorial (le point vernal) et la ligne des noeuds, plus précisément le point
ou 'orbite traverse le plan équatorial vers le haut. L’angle w entre la ligne des noeuds et le périhélie
(ou péricentre) de l'orbite est appelé argument du périhélie. L’angle ¢ entre la position réelle de
l'objet et le rayon vecteur du périhélie est I’anomalie vraie. Il faut aussi spécifier le moment précis
7 ol 'objet est passé au périhélie. L’ensemble des six quantités

1,Qw,a,e,T (8.71)

sont ce qu’on appelle les éléments de 'orbite elliptique et permettent en principe de trouver la
position précise d'un objet (planéte, astéroide, satellite, etc.) dans I’espace, a tout instant. Cepen-
dant, il faut garder a I’esprit que les éléments d’un orbite réelle ne sont pas constants, en raison des
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orbite

point vernal

Figure 8.8. Description d'une orbite elliptique dans I’espace.

Tableau 8.1 Parametres orbitaux de quelques objets du systéme solaire. Description des variables : m :
masse de I’objet; a : demi grand axe; T : période de l'orbite; e : excentricité; ¢ : inclinaison du plan de I'orbite
par rapport au plan de Porbite terrestre. Notons que u.a. signifie “unité astronomique” (demi grand axe de
Porbite terrestre). Ces renseignements (et plusieurs autres) peuvent étre obtenus & 'adresse suivante :
http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/planetfact.html

Objet m (10** kg) a (10° km) T (jours) e i (degrés)
Terre 95,9736 149,6 365,256  0,0167 0 (déf.)
Lune 0,07349 0,3844 27,322 0,0549 5,145
Mercure 0,3302 57,9 87,969  0,2056 7,00
Venus 4,869 108,2 224,701 0,0068 3,4
Mars 0,6419 227.9 686,98  0,0934 1,85
Jupiter 1 898,6 778,3 4 332,589 0,0484 1,305
Saturne 568,46 14270 10 759,22 0,05565 2,489
Uranus 86,83 2 869,6 30 685,4 0,04724 0,773
Neptune 102,43 4 496,6 60 189  0,00858 1,773
Pluton 0,0125 5913,5 90 465  0,2482 17,15
Comete de Halley 17,94 vw.a. 76,1 ans 0,967 162,2
Comete Kohoutek 1,571 w.a. 6,24 ans 0,537 54

perturbations causées par les autres planetes ou par d’autres objets. Ainsi, certains éléments,en
particulier w et €2, ont des variations lentes et progressives dites séculaires. L’étude de ces vari-
ations est 'objet principal de la mécanique céleste (la mécanique des objets célestes) et permet
non seulement de controler les vols spatiaux, mais d’étudier les causes physiques de ces variations,
comme par exemple les corrections apportées par la relativité générale a l'orbite de Mercure, ou
leffet de la forme aplatie de la Terre sur l'orbite des satellites artificiels. Le tableau 8.1 énumere
quelques parametres orbitaux d’objets du systeme solaire.
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8.6 Le probleme a deux corps

Notre traitement du probleme de Kepler laisse un peu a désirer, car il suppose que la masse centrale
est fixe, alors que c’est le centre de masse de 'astre et de ’objet qui doit étre fixe dans un référentiel
inertiel. En d’autres termes, nous avons résolu le probleme a un corps, dans lequel un seul objet
est mobile. Il est vrai que cette supposition est pratiquement correcte quand le centre d’attraction
est beaucoup plus lourd que 'objet, mais ce n’est pas toujours le cas.

Figure 8.9. Positions r; et ro de deux corps, du centre de masse Ry et position relative r.

Heureusement, il est facile de résoudre le probleme a deux corps, dans lequel deux objets sont
mobiles et exercent une force mutuelle en 'inverse du carré de la distance. Considérons deux
objets, de masses m et M et de positions r; et r,, qui interagissent par une force centrale F(r),
qui ne dépend, par définition, que de la distance r = |r; — ry|. Définissons le vecteur r = r; — r, de
position relative des deux objets. On peut alors exprimer r; et r, en fonction de r et du vecteur
centre de masse R, des deux objets :

M
r=r T rp=Ren+ 0T
R 1 I — o (8.72)
cm T M 4 m(mrl + r?) ry = Rcm — mr
D’autre part, les équations du mouvement pour les deux objets sont
1
m ) (8.73)

ou r = |r| et ou T est le vecteur unitaire dans la direction de r. En soustrayant ces deux équations,
on trouve

d? 11
@(r1 —ry)) =1 = (m + M> F(r)t (8.74)
On définit ensuite la masse réduite p :
w= mm+MM ou ; = % + % (8.75)
et on trouve simplement
ut = F(r)t (8.76)

Cette équation signifie que le probléeme des deux particules se réduit au probleme d’une seule
particule “effective”, de position r et de masse p, subissant une force F(r) qui ne dépend que de la
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grandeur de r. Autrement dit, le cas d’un centre d’attraction mobile se réduit a celui d’un centre
fixe, pourvu que la masse de l'objet étudié (m) soit remplacée par la masse réduite u. Dans le cas
d’un centre d’attraction infiniment massif (M — o0), ceci revient a la fagon dont nous avons traité
le probléme plus haut (u — m). Notons que u est toujours plus petit que la plus petite des deux
masses (m ou M), d’ou son nom de masse réduite. Dans le cas ou les deux objets ont la méme
masse (m = M), la masse réduite vaut la moitié de m (u = m/2).

Notons que ’énergie E et le moment cinétique J du probleme équivalent & un corps coincident
avec ’énergie totale et le moment cinétique total des deux corps. Seule la masse differe.

Dongc, en toute rigueur, la troisieme loi de Kepler devrait s’écrire ainsi :

2 2M 3 (27T)2 3

T° = (27) P _G(M+m)a (8.77)
cette relation dépend maintenant de la masse de la planete, mais tres faiblement, car M > m. Il
n’est donc plus strictement vrai de dire que le rapport T?%/a? est le méme pour toutes les planétes.
Mais de toute maniére, le probleme a deux corps n’est plus applicable a ce degré de précision :
on peut approximativement traiter Jupiter et le Soleil ensemble & 1’aide du concept de masse
réduite, mais alors les autres planetes ne peuvent plus étre traitées simultanément! Le mouvement
du Soleil causé par Jupiter est une complication additionnelle dans ’étude du mouvement des
autres planetes, et compte parmis les petites corrections (perturbations) que les astronomes doivent
considérer.

Remarque : retournons aux équations (8.73) et considérons plutét la combinaison suivante :

mi, + Miy, = (m + M)R,, =0 (8.78)

cm

cette relation signifie simplement que la vitesse du centre de masse est constante, ce qui est naturel
puisqu’aucune force externe aux deux objets n’est considérée.

Ce succes dans la solution du probleme & deux corps pourrait nous encourager a poursuivre et
a tenter de résoudre le probleme a trois corps. Malheureusement, aucune solution générale du
probleme a trois corps n’est connue, malgré les efforts intenses des astronomes et mathématiciens
depuis le début du XVIlle siecle. Cependant, des solutions particulieres sont connues. Par exemple,
si on suppose que les trois corps se déplacent dans un méme plan, alors il existe un solution
particuliére ou les trois corps sont situés aux sommets d’un triangle équilatéral, triangle qui change
de taille et d’orientation au cours du temps, alors que chacun des objets suit une orbite elliptique,
le centre de masse des trois objets étant au foyer. Le probleme a trois corps restreint est plus
simple : dans ce cas, I'un des trois objets est de masse négligeable, de sorte que les deux autres
suivent une orbite elliptique comme dans le probleme & deux corps, alors que le troisieme objet, lui,
subit 'influence des deux premiers. Pour plus de détails a ce sujet, voir I'ouvrage de GOLDSTEIN.

Probleme 8.1

Une particule se déplace comme suit en fonction du temps :
r(t) = Acoswt X + Bsinwt §

ou A et B sont des constantes qui ne dépendent que des conditions initiales.

a) Calculez le vecteur accélération.
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b) Le moment cinétique de la particule (évalué a l'origine) est-il conservé?

c¢) La force qui cause ce mouvement est-elle conservative? Dans Daffirmative, quel serait le potentiel corre-
spondant?

Probléeme 8.2

Ecrivez le potentiel effectif Uy (r) décrivant le mouvement radial d’un objet se trouvant dans un champ
gravitationnel central et démontrez que la période des petites oscillations autour du minimum r = rg de Ueg.
coincide avec la période de rotation de I'objet dans une orbite circulaire de rayon rg.

Probléeme 8.3

Une fusée est en orbite elliptique autour de la Terre. On désire échapper a l’attraction de la Terre (atteindre
une orbite parabolique) en allumant les moteurs, ce qui produit une différence de vitesse Av. A quel point de
Porbite et dans quelle direction devrait-on produire cette différence de vitesse pour minimiser |Av| et donc
les cotits en carburant?

Probleme 8.4

Un objet de masse m est fix¢ a l'extrémité d'une corde de masse négligeable. |- A Y om
L’objet est animé d’un mouvement de rotation autour d’un support auquel H/V.

la corde est attachée. En (A), la corde s’enroule autour d’un cylindre de
rayon R, alors qu’en (B) elle est tirée par une force externe, via une poulie,
vers le centre du cylindre (on peut imaginer que la poulie est montée sur
un pivot et qu’elle suit 'objet dans sa rotation autour du cylindre). Dans (B)
les deux cas il est pratique de placer l'origine au centre du cylindre. On
peut supposer que le tout est dans I’espace, de sorte que la gravité ne joue
aucun role.

[T1{]
NN

N
@\

\

a) Dans chaque cas (A et B), une quantité est conservée. Laquelle et

1?7
pourquoi’ uy

b) Soit vy la vitesse de 'objet autour du cylindre lorsque 'objet est & une distance 79 du centre (on suppose
ro > R). Quelle est, dans chaque cas, la vitesse v de 'objet a la fin de sa rotation, quand il frappe le cylindre?

Probléeme 8.5

Reconsidérons le probleme du pendule en utilisant la notion de moment
cinétique. Considérez la figure ci-dessous et supposez que le pendule oscille
dans le plan xy.

a) Quel est le moment cinétique du pendule (grandeur et direction) par rap- ¥

port au point d’attache, en fonction de ¢? Notez que ¢, tel qu’illustré, est y
positif.
10 x

b) Quel est le couple agissant sur le pendule (évalué au point d’attache) et a ‘
quelle(s) force(s) est-il attribué? |
c) Déduisez une équation différentielle pour ¢ dans 'approximation des pe- ‘
tites amplitudes en vous servant de la relation entre le couple et le moment cinétique. 1
d) Selon vous, le moment cinétique du pendule dépend-il du choix de 'origine dans ce probleme?

e) Supposez maintenant que le pendule soit libre d’osciller dans toutes les directions et non seulement dans
le plan zy. Y a-t-il une composante du moment cinétique qui soit conservée?
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Probléeme 8.6

Une particule est en orbite dans un champ de force central dont I'intensité varie en loi de puissance en fonction
de la distance : F' = a/r"™ (a est une constante). Le cas habituel est celui de la gravité (n = 2), mais nous
allons considérer ici une valeur réelle quelconque de n (n > 1).

a) Ecrivez le potentiel effectif U.g. associé a cette loi de force, en plagant le zéro d’énergie potentielle a l'infini.

b) Selon vous, pour quelles valeurs de n des orbites stables sont elles possibles?

Probleme 8.7

Considérons un objet soumis a I'influence d’une force en inverse du carré de la distance (probleme de Kepler),
avec un potentiel U(r) = —k/r. On définit le vecteur de Laplace A comme suit:

A =pAJ—mkt

ou T est le vecteur unitaire dans la direction radiale, p la quantité de mouvement de I’objet et J son moment
cinétique.

a) Démontrez que le vecteur A est conservé, c’est-a-dire constant dans le temps. Indice: calculez sa dérivée
et appliquez la relation p = F.

b) Supposez que A est non nul. Soit ¢ langle entre le vecteur A fixe et la position r de Pobjet. En calculant
le produit scalaire A -r, démontrez que la trajectoire de ’objet est une conique, c’est-a-dire qu’elle a la forme
70
r=
1+ecosyp

et exprimez 1 et e en fonction de J, m, k et A (la grandeur de A). Notez qu’aucune intégration n’est requise.

Probléeme 8.8

Avant de relacher le module lunaire, la capsule Apollo 11 a été placée en orbite elliptique autour de la Lune.
La masse de la capsule était de 9 979 kg, la période de l'orbite était de 119 minutes et les distances maximale
et minimale au centre de la Lune étaient 1 861 km et 1 838 km. D’apres ces données, quelle est la masse de
la Lune?

Probléeme 8.9

La comete de Halley est en orbite elliptique autour du Soleil. L’excentricité de son orbite est e = 0,967 et sa
période est de 76 ans. La masse du Soleil est 1,99x10%0kg. N’utilisez aucune autre donnée que celles-ci.

a) Calculez la distance de la comete au Soleil & son périhélie et & son aphélie. Exprimez les distances en km

et en multiples de la distance Terre-Soleil (1,49 x 10''m).

b) Quelle est la vitesse de la comete & son périhélie (en m/s et en km/h)?

¢) En vous servant des équations (8.69-8.70), estimez combien de temps la comete de Halley passe en-dega de

Porbite terrestre, c’est-a-~dire le temps ou sa distance au Soleil est inférieure a la distance moyenne terre-Soleil.
Exprimez votre réponse en jours, en mois ou en fraction d’année, pas en secondes!

Probleme 8.10

La Lune décrit une orbite quasi-circulaire autour de la Terre, de rayon R = 3,844 x 10°km. La masse de la
Terre est M = 5,974 x 10%*kg. Si, par une intervention divine, la Lune s’arrétait net sur son orbite, combien
de temps mettrait-elle & tomber sur la Terre? Aucun calcul compliqué n’est nécessaire, mais la troisieme loi
de Kepler T = 2rra3/? /VGM peut étre utilisée directement car, méme dans cette situation, la lune décrit une
orbite elliptique. Ne tenez pas compte des rayons de la Terre ou de la Lune et expliquez bien votre démarche.
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Probleme 8.11

Une planete est en orbite elliptique autour du Soleil. Donnez une expression de 'angle 6 entre le rayon vecteur
r de la planete et sa vitesse v, en fonction de ’angle orbital ¢ et des parametres orbitaux.

Probléme 8.12

a) La vitesse d’insertion v;,; d’un satellite artificiel est définie comme la vitesse de ce satellite lorsqu’il est
en orbite circulaire autour de la Terre. Démontrez que

1
Vins. = ﬁvlib.

ou vy, est la vitesse de libération de ce satellite lorsqu’il se trouve sur la méme orbite.

b) Un satellite est en orbite circulaire de rayon Rj et on désire 'envoyer en orbite circulaire de rayon Ry

(R2 > Ry1). Pour ce faire, on donne au satellite un supplément d’énergie cinétique AK au point A pour qu’il
quitte son orbite circulaire et suive une orbite elliptique telle que sa distance maximum est égale a Ro, lorsqu’il
parvient au point B (voir la figure). Une fois au point B, on lui donne un autre supplément d’énergie cinétique
AK' pour qu’il adopte une orbite circulaire de rayon Rs. Montrez que le supplément d’énergie AK 3 donner
au point A est
AK — GMm Ry — Ry

2Ry Re + Ry

Indice : comparez I’énergie totale du satellite avant et apres le supplément.

Probleme 8.12

Probleme 8.13

Un projectile est lancé a une vitesse initiale vg et a un angle ¢ avec la 2

verticale. On s’intéresse a la hauteur maximale h atteinte par 'objet, en
négligeant completement la résistance de ’air ou la rotation de la Terre
(on peut remplacer la Terre par la Lune, si on veut absolument justifier
cette approximation). Cependant, vy est si grand que 1'objet s’éloigne
appréciablement de la surface et qu’il faut tenir compte de la variation
du champ gravitationnel en fonction de l'altitude. La trajectoire de
I'objet est en fait une portion d’ellipse, avec le centre de la Terre au
foyer. On note le rayon de la Terre R et sa masse M.
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a) Démontrez que la hauteur maximale h atteinte par 'objet est donnée

par :
b 1sin” -1 (8.79)
R 1—\/1—7(2—7)Sin2w
ou on a introduit la constante
_ Roj
T oM

Indice : il n’est pas nécessaire d’utiliser ici les propriétés précises de la trajectoire elliptique. Il suffit d’appliquer
la conservation simultanée de ’énergie E et du moment cinétique J (la composante du moment cinétique qui
sort de la page). Il faut donc calculer E et J au point de départ et au point le plus haut de la trajectoire, en
notant que la vitesse a cet endroit est perpendiculaire au vecteur position. Ceci nous donne deux équations
de conservation, nous permettant de déterminer deux variables, comme la vitesse v de 'objet au sommet de
sa trajectoire et altitude h.

b) Que donne cette formule quand ¢ = 0 et ¢ = 7/27 Dans le premier cas, il ne faut pas bétement poser ¢ = 0,
mais prendre la limite appropriée. Auriez-vous pu obtenir ces résultats particuliers autrement? Supposez que
v <1

¢) Supposons maintenant que la vitesse vg est petite, de sorte que le parametre 7 est trés petit. Procédez a

un développement de Taylor au deuxiéme ordre en 7y dans l’expression (8.79). Vérifiez que le résultat coincide
avec ce qu’on aurait obtenu en supposant le champ gravitationnel g uniforme.

N.B. La formule du binome est

(I+e) =1+re+dr(r—1D+tr(r—1)(r—2)e® + -

Probleme 8.14

Supposons qu’'un objet soit principalement soumis & une force centrale attractive en k/ r2, comme la gravité,
mais qu'une force centrale additionnelle (mais petite) de la forme

[N
F = —T « = constante

T

soit aussi ressentie (une telle force est qualifiée de perturbation si elle n’est pas trop grande).

a) Démontrez que la trajectoire de 'objet a la forme suivante :

2
Vro
= 8.80
"9) = T eesta] (8.80)
ol
2

am v4E

=14+ == —]1- 1=

Y + 72 e o

ro et By étant les mémes que dans les notes.

b) Comme la perturbation est faible (« petit), le parametre v est proche de I'unité. Expliquez pourquoi la
courbe (8.80) correspond a une ellipse en précession, ¢’est-a-dire dont I'orientation change dans le temps.

Indices : vous devez essentiellement reprendre le calcul du début de la section 8.3 des notes de cours, en y
ajoutant I’énergie potentielle associée a la perturbation. Cette énergie potentielle a la méme dépendance en r
que le potentiel centrifuge associé au moment cinétique.
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Probléeme 8.15

Dans ce probleme nous étudierons le cas d’une particule subissant une force centrale répulsive en inverse du
carré de la distance, comme celle qui existe entre deux particules chargées de méme signe. On posera que la
force ressentie par la particule est
k
F(r)=—=rt

(=
ot k > 0. Dans le cas d’une répulsion coulombienne, k = g;g2/4meg. L’énergie potentielle associée est (notez
le signe)

a) Reprenez les calculs de la section 8.3, mais cette fois avec une énergie potentielle associée a une force

répulsive, ce qui veut dire que le signe de k est changé. Autrement dit, partez de I'expression suivante de
I’énergie totale :
JE ok

E=Imi?+

2mir? T

et montrez que la trajectoire de la particule est décrite par I’équation suivante :

o . J? [ F k
() ecosp — 1 o T=Tm 0 € + Ey ’ 0= 9

b) Montrez que cette courbe est une hyperbole (en eplicitant la correspondance avec les coordonnées

cartésiennes) et tracez-1a en indiquant les asymptotes, la position du centre de répulsion et la distance entre
ce centre et Iorigine des coordonnées cartésiennes.

¢) Supposez que le projectile s’approche du centre de répulsion en provenance de I'infini avec un parametre

d’impact b. Montrez, de maniere géométrique, que ce parametre d’impact coincide avec le parametre de méme
symbole qui décrit I’équation de I’hyperbole en coordonnées cartésiennes :

d) Si vy désigne la vitesse du projectile lorsqu’il est infiniment éloigné de la cible, alors donnez une expression

de E et de J en fonction de vg, de b et de la masse m du projectile. Montrez ensuite que ’angle de diffusion
01 du projectile est donné par
01 mv%b

2k
Cette derniere relation fut utilisée par Rutherford dans 'interprétation de sa célebre expérience de diffusion

de particules alpha sur une feuille d’or, afin de proposer son modele nucléaire de I’atome, en opposition avec
le modele du “plum pouding” de J.J. Thomson.
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Dans la section 8.1 nous avons introduit la notion de moment cinétique d’une particule. Dans cette
section nous appliquerons cette notion a un systéme, en particulier a un objet rigide en rotation
autour d’un axe fixe.

9.1 Moment cinétique et centre de masse

Le moment cinétique J d’un systeme évalué a l'origine est défini comme la somme vectorielle (ou
résultante) des moments cinétiques de toutes les particules composant le systeme :

N N
J:ZJi:Zmiri/\vi (9.1)
i=1 i=1

Le couple N (ou moment de force) agissant sur un systéme est de méme la somme vectorielle des
couples agissant sur chacune des particules :

N N
N=> N,=) rAF, (9.2)
i=1 i=1

Ces définitions naturelles entrainent que le couple agissant sur un systeme est encore la dérivée
par rapport au temps du moment cinétique de ce systeme, car N; = J, pour chaque particule
séparément. Le théoreme du moment cinétique est donc encore valable :

a3

N= -
dt

(9.3)

Absence de couple interne
Rappelons que la force totale F; exercée sur la i particule du systeme est la somme d’une force
F&' extérieure au systeme et des forces F,; exercées par les autres particules du systeme :

FZ‘ — F?Xt. + F;nt' F;nt' — Z FLJ (94)
J (G#0)

Le couple N exercé sur le systeme est donc la somme de deux contributions : I'une (N®") at-
tribuable aux seules forces externes et I'autre (N™) aux seules forces internes :

N
Next. _ Z r; A F;ext.
i=1
v (9.5)
Nmt. _ Z r; A F;‘nt.
i=1
Or, on montre facilement que le couple interne est nul, en supposant que la force mutuelle F;; entre
deux particules est centrale, c’est-a-dire s’exerce suivant la droite qui relie les deux particules :

FjA(@r,—r;)=0 (9.6)
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Partant de cette hypothese, la démonstration est simple :
N
N™ =3 > rAF,
i=1 j ()
=) rAF;
#J (9.7)
=) r;AF,
i#]
1
= §Z(ri—rj)AFij =0
i#]
(la derniere équation s’obtient en prenant la moyenne des deux équations précédentes et en tenant

compte du fait que F, = —Fij). Il s’ensuit que la dérivée temporelle du moment cinétique n’est
attribuable qu’aux forces externes :

dJ
E - Nex‘;' — N (98)

Ce résultat porte le nom de théoréme du moment cinétique. Il serait tout-a-fait bizarre qu’une
force d’interaction F;; ne soit pas centrale, c’est-a-dire ne respecte pas la condition (9.6). Cela
laisserait la porte ouverte a des systemes qui, sans toutefois pouvoir accélérer spontanément dans
un mouvement linéaire (la troisitme loi de Newton étant tout de méme respectée), pourraient
accélérer spontanément dans un mouvement de rotation, sans ’aide d’un couple externe! Cela
violerait de toute fagon le principe de la conservation de 1’énergie.

Second théoreme de Koenig

Bien stur, le moment cinétique et le couple dépendent du point auquel ils sont évalués, ainsi que du
référentiel dans lequel ils sont calculés. En particulier, on peut considérer le moment cinétique d’un
objet par rapport a son centre de masse, c¢’est-a-dire qu’on peut se placer dans le référentiel du
centre de masse de 'objet et adopter de plus le centre de masse comme origine dans ce référentiel.
Le moment cinétique ainsi calculé est qualifié d’intrinseque a 1'objet, et sera noté J_, dans ce qui
suit.

Le second théoréeme de Koenig stipule que le moment cinétique total J d’un objet, dans un
référentiel quelconque et en un point quelconque, peut étre décomposé de la maniere suivante :

A Ptot. (99)

J=J,+R

cm

Autrement dit, le moment cinétique est la somme du moment cinétique intrinseque et d’une con-
tribution R, AP, , appelée moment cinétique orbital, qui serait le moment cinétique du systeme
si toute la masse de celui-ci était concentrée en son centre de masse.! Notons que, comme dans le
cas du premier théoreme de Koenig, le référentiel du centre de masse n’a pas besoin d’étre inertiel

pour que le théoreme s’applique : il peut étre accéléré.

Démontrons ce théoréme. Considérons un point r, en mouvement et le référentiel S’ attaché a
ce point. Ce référentiel peut en général étre accéléré, c’est-a-dire non inertiel. La position d’une

I Le parallele avec le premier théoréme de Koenig est évident : dans ce cas, 'énergie cinétique est la somme
de I'énergie cinétique calculée dans le référentiel du centre de masse et de 1’énergie cinétique associée au
mouvement du centre de masse, comme si toute la masse du systeme y était concentrée.
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particule dans S’ est r; = r; — r,. Donc la vitesse de la méme particule dans S’ est v, = v, — v,,.
Le moment cinétique évalué a r, dans le référentiel S’ est alors
N
J = Zml(rL — 1) A (v; — V)
i=1
N N N
:J—Zmiro/\vi—Zmiri/\vo—i—Zmiro/\vO (9.10)
i=1 i=1 i=1 :

N N
=J—-ry A (Z m,L-V,L-) — (Z m,t-ri) Avy+ M, rog AV
i=1

i=1
=J- ry N Ptot. - Mtot.(Rcm - rO) A Vo

ou P, est 'impulsion totale du systeme. En particulier, si r, = R, on retrouve la relation
Jon,=J—R,, AP, , ce qui démontre le théoréme. C.Q.F.D.

Le second théoreme de Koenig s’applique aussi au couple total :

N=N_,+R, AF, (9.11)

cm

ou F,, est la force totale agissant sur le systeme. La méme démonstration que ci-haut peut étre
reprise, en la modifiant légerement :

N N
i=1 i=1
=N—ryAFy

Siry, =R, on retrouve la relation N

—=N-R_AF,,. C.Q.F.D.

cm? cm

Notons ici que la force F,; est indépendante du référentiel.

Le second théoreme de Koenig ne serait pas tres utile si le théoreme du moment cinétique ne
s’appliquait pas séparément au moment cinétique intrinseque et au couple intrinseque :

dJ
== 9.13
= (9.13)

Cette relation n’est pas immédiatement évidente, car le théoreme du moment cinétique découle de
la deuxieme loi de Newton (F = ma) et celle-ci n’est strictement valable que dans un référentiel
d’inertie, alors que la relation (9.13) reste valable méme si le centre de masse de l'objet est accéléré.
Pour démontrer la relation (9.13), substituons les relations (9.9) et (9.11) dans le théoreme du
moment cinétique (9.8) :

d’]cm d
dt + &(Rcm A Ptot.) = Ncm + Rcm A Ftot. (914)

Or,

d dR dpP

el R A P _ cm A P R A tot.

dt( cim tot.) dt tot. + cm dt (915)

- ch A Ptot. + Rcm A Ftot.

Le premier terme s’annule car P, = My, V.. On peut donc affirmer, par différence avec

)4 . L _ SN Lo A , .
I’équation précédente, que N, = J,,, c’est-a-dire que le théoreme du moment cinétique s’applique
aux parties orbitales et intrinseque séparément.
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Couple dans un champ gravitationnel uniforme
Si la seule force externe en présence provient d’un champ gravitationnel uniforme g, alors le couple
total s’exercant sur le systeme est

_ {Zmr} e (9.16)

Autrement dit, la gravité produit un couple sur I'objet comme si toute la masse de I'objet était
concentrée en son centre de masse. Ceci n’est valable que parce que le champ gravitationnel est le
méme partout dans I'objet. Autrement dit, pour fins de calcul du couple, on peut considérer que
la force gravitationnelle agit a la position du centre de masse, pourvu que g soit uniforme.

Conservation du moment cinétique

La loi de conservation du moment cinétique est tres simple : le moment cinétique est conservé
si le couple est nul. Cependant, de quel moment cinétique s’agit-il? Evalué a quel point? Tout
dépend du contexte. Considérons par exemple un objet rigide qu’on lance dans les airs et dont
le centre de masse suit une trajectoire parabolique sous l'influence de la gravité g uniforme. Le
moment cinétique orbital de cet objet n’est manifestement pas conservé. Cependant, son moment
cinétique intrinseque J_, est conservé (on néglige la résistance de 'air) car le couple produit par
la gravité s’annule lorsqu’il est évalué au centre de masse : nous avons vu ci-haut que ce couple est
N = MR, A g et le vecteur R, s’annule si 'origine est au centre de masse. Ce n’est donc pas le
moment cinétique total qui est conservé dans ce cas, mais uniquement la partie intrinseque.

Résumons donc les circonstances ou un moment cinétique est conservé:

1. Le moment cinétique orbital est conservé si I'objet se déplace dans un champ de force central
et si le moment cinétique est évalué au centre d’attraction (placé habituellement & ’origine).

2. Le moment cinétique total d’un systéme est conservé si le couple total (toujours produit par
des forces externes au systeme) est nul. Cela est certainement le cas si le systeme est isolé.

3. Le moment cinétique intrinseque J,, est conservé (méme si le moment cinétique total ne l’est
pas) si le couple évalué au centre de masse (IN_,) est nul. C’est le cas d’un objet rigide en chute
libre dans un champ gravitationnel uniforme.

cm )

9.2 * Invariance par rotation et conservation du moment cinétique

La relation (9.8) nous dit que le moment cinétique total d’un systéme fermé est conservé en I’absence
de forces externes. Tout comme la conservation de la quantité de mouvement est attribuée a la
troisieme loi de Newton, elle-méme une conséquence de l'invariance par translation, la conservation
du moment cinétique est une conséquence de la direction centrale des forces (Eq. (9.6)) qui, elle,
est une conséquence de l'invariance par rotation.

L’invariance par rotation signifie que I’espace est isotrope, c’est-a-dire que ses propriétés sont les
mémes dans toutes les directions : il n’y a pas d’axe privilégié par rapport aux autres. Ceci signifie
que le potentiel d’interaction d’un systeme de particules ne dépend pas de 'orientation absolue
des positions des particules, mais seulement de leur orientation relative. Exprimons ceci en langage
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mathématique. Définissons un opérateur de rotation €2 qui transforme un vecteur r en un autre
vecteur ' = Qr par 'intermédiaire d’une rotation rigide. Par exemple, si la rotation est effectuée
par rapport a ’axe des z, d’un angle 6, on aurait

Qx = Xcosf+ ysind
Qy = —%Xsinf + y cosd (9.17)
Oz = 1z

L’invariance par rotation de 1’énergie potentielle s’exprime alors ainsi :
U(ry,ry,...,ry) =U(Qr, Qry, ..., Qry) (9.18)

On sait par ailleurs que U se décompose en interaction de paires et ne dépend que de la différence
des coordonnées :

U=> Uyr,—1,) (9.19)

1<j

La condition d’invariance par rotation devient donc

Uij(Q(ri - I'j)) = Uij(ri - I'j) (9.20)
Autrement dit, la fonction U;; ne dépend pas de l'orientation du vecteur r;; = r; —r;. C’est donc
qu'elle ne dépend que de sa grandeur r,; = |r; — r;|, c’est-a-dire de la distance entre les deux
particules :

U= Z Uij(|r; —x))) (9.21)

i<j
Or, la force d’interaction F;; est le gradient de U;;:

U, (r;.)
_ 9Y T
Fij = ——- (9.22)

v

Mais le gradient est nécessairement dirigé dans la direction du vecteur r;; si la fonction ne dépend
que de la grandeur de ce vecteur. La condition (9.6) s’ensuit, ainsi que la conservation du moment
cinétique pour un systeme isolé.

9.3 Equilibre statique

On dit d’un objet qu’il est en équilibre statique s’il est completement au repos, c’est-a-dire s’il
n’effectue aucun mouvement de translation ou de rotation. Les conditions de cet équilibre sont que
la force totale et le couple total (évalué sur axe quelconque) sur I'objet soient nuls.

Pour illustrer ce concept, considérons ’exemple d’une échelle appuyée contre un mur (voir Fig. 9.1).
On suppose que le sol exerce une force de friction sur 1’échelle avec un coefficient de friction p. On
suppose que le mur est tres lisse, de sorte que la force F; qu’il exerce sur I’échelle est entierement
normale. Le probleme est ici de trouver l'angle critique 6, au-dela duquel 1’échelle de pourra plus
étre en équilibre.

Pour résoudre ce probleme, il faut d’abord identifier les forces agissant sur I’échelle : la gravité
—mgz, la force de réaction du mur —F;X, la force normale du sol F|z et la force de friction du sol
Fy%. On sait que F, < pF). Les conditions d’équilibre statique sont que la somme des forces et la
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Figure 9.1. Echelle en équilibre statique appuyée sur un mur et forces en présence.

somme des couples s’annule. La premiere de ces conditions signifie que chaque composante de la
force totale s’annule :
mg = F} Fy,=F, (9.23)

Cette condition nous permet d’exprimer F) et Fi, en fonction des autres forces. La deuxieme de
ces conditions s’exprime ainsi, si on choisit comme axe de rotation le point de contact de 1’échelle
avec le sol :

L
N, = (mg2 sin @ — FyL cos 9) y=0 (9.24)

L’annulation de ce couple total donne F; = %mg tan §. Nous avons donc déterminé les trois forces
inconnues du probleme (F}, F, et F3).

Notons que la force de frottement statique F,, ne peut dépasser la valeur pF; et ceci nous permet de
trouver 'angle critique . au-dela duquel I’échelle n’est plus en équilibre : on applique la condition
de frottement maximal F, = uF), ou

Fy, = imgtanf, = ymg = 6, = arctan2y (9.25)

On constate que, selon cette formule, 6, — 0 quand p — 0 et 6§, — 7/2 quand p — oo, ce qui est
normal.

9.4 vitesse angulaire de rotation

On qualifie un objet de rigide si les distances mutuelles des points qui le composent sont fixes
dans le temps. Considérons un point quelconque P appartenant a 'objet. Il est assez évident que
le mouvement de ce point peut étre décrit par rapport a un point de référence O 1ié a 'objet, et
que le mouvement de I'objet dans son ensemble peut étre décrit par le mouvement de ce point de
référence. Ainsi, si R(t) est la position du point P par rapport & un référentiel externe a 'objet
(celui de l'observateur), Ry (t) la position du point de référence O et r(¢) la position du point P
par rapport a O, on a la relation

R(t) = Ry(t) +x(t) (9.26)
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Comme 'objet est rigide, le vecteur r gardera toujours la méme grandeur au cours du temps. Un
théoreme, que nous ne démontrerons pas ici, stipule que le mouvement de 'objet par rapport au
point O est un mouvement de rotation instantané, c’est-a-dire qu’il existe au temps ¢ un axe A
passant par le point O et que tous les points de 1'objet décrivent instantanément un mouvement
circulaire autour de cet axe. On dit ‘instantanément’; car I'orientation de A peut changer au cours
du temps. Ainsi, le vecteur R, décrit le mouvement de translation de I'objet et le vecteur r décrit un
mouvement de rotation par rapport au point O. Le point O peut étre choisi de maniere arbitraire,
mais il est généralement pratique de placer le point O au centre de masse de l'objet, en raison
de la relation (9.13) : le théoréme du moment cinétique s’applique lorsque J et N sont calculés
au centre de masse. Cependant, si I’objet est contraint d’effectuer un mouvement de rotation par
rapport & un axe invariable en direction et que le centre de masse n’est pas situé sur cet axe, il est
avantageux de placer le point O quelque part le long de cet axe. C’est le cas, par exemple, d’un
objet asymétrique fixé a un essieu.

Figure 9.2. Schéma illustrant l'orientation du vecteur vitesse angulaire w.

Nous allons désormais supposer que le point O est fixe et que I'objet rigide est en rotation autour
de ce point, de sorte que la position r d’un point P est de grandeur constante dans le temps,
mais de direction variable. Si p désigne la distance du point P & ’axe A de rotation instantané, le
module de la vitesse de P est v = wp, ou w est la fréquence angulaire de rotation au de I'axe A.
D’autre part, le vecteur vitesse v du point P est perpendiculaire au vecteur position r, en raison
de la longueur fixe de r :

v.-r=0 car 0:%r2:2v-r (9.27)
La vitesse v est aussi perpendiculaire a l’axe de rotation (cet axe est perpendiculaire a l'arc de
cercle décrit par le point P). Ces deux facteurs rendent extrémement utile 'introduction d'un
nouveau concept, celui de vecteur vitesse angulaire, noté w, dont la définition est la suivante : ce
vecteur est parallele a I’axe de rotation A. Sa grandeur est la fréquence angulaire de rotation w. Sa
direction est dictée par la régle de la main droite : si le sens de rotation est indiqué par les doigts
de la main droite, celui de w est indiqué par la direction du pouce. A Taide de ces définitions, on
vérifie que le vecteur-vitesse du point P est donné par

(0.28)
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En effet, la direction de v est alors prependiculaire & la fois & r et a I’axe de rotation, comme il se

doit, et sa grandeur est
v =w|r|siny = wp (9.29)

Le vecteur vitesse angulaire w est une caractéristique du mouvement de rotation instantané de
l'objet rigide, c’est-a-dire qu’il est commun a tous les points de 1’objet.

9.5 Rotation autour d'un axe fixe : moment d'inertie

Nous allons considérer dans cette section un objet rigide, maintenu en rotation autour d’un axe in-
variable, soit par une contrainte mécanique (par exemple, un essieu), soit par un concours favorable
de conditions initiales.?

Supposons que I'axe de rotation coincide avec ’axe des z. Nous allons premierement démontrer que
la composante J, du moment cinétique le long de cet axe est proportionnelle a la vitesse angulaire
w de rotation :

J, = Iw (9.30)

La constante de proportionnalité I est appelée moment d’inertie et dépend de la distribution de
masse de 'objet autour de ’axe de rotation :

I=2 m(af+y?) =3 mp} (9.31)
K3 3

Ici, p; est la coordonnée cylindrique radiale de la "¢ particule de ’objet. Seule compte dans le

moment d’inertie la distance p par rapport a ’axe de rotation.

Pour démontrer ces relations, utilisons la relation (9.28) appliquée a ™° particule de 'objet :
v, = w Ar;. Le fait que l'objet soit rigide nous assure que la vitesse angulaire est la méme (en
grandeur et direction) pour toutes les particules qui forment I’'objet. Le moment cinétique de 'objet
par rapport a un point sur I'axe de rotation est alors

= Zmiri A(wAr;) (9.32)

ou nous avons utilisé la formule du double produit vectoriel : AA (BAC) =B(A-C)—-C(A-B).
La composante en z de cette relation est

J, = th {wr} — z(r; - w)} (9.33)

Comme r; - w = wz; et 77 = p? + 272, on trouve

Jo=Y mylwr] —wzl) =w ) mp? (9.34)

2 Nous verrons plus tard qu’un objet rigide libre de contraintes ne tourne pas, en général, autour d’une axe
fixe, méme si son moment cinétique est constant.
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tel qu’annoncé. C.Q.F.D.
Le théoreme du moment cinétique, projeté sur I'axe des z, s’exprime alors comme suit :

dw
N, =1— 9.35

=15 (9.35)
si le moment d’inertie est constant, c’est-a-dire si 'objet est vraiment rigide et si ’axe de rotation
ne change pas dans le temps. Le moment d’inertie est au mouvement de rotation ce que la masse est
au mouvement de translation : une mesure de I'inertie d’un objet, de la résistance au mouvement.
Pour un couple donné, plus le moment d’inertie est grand, plus ’accélération angulaire w sera
petite.

Le moment d’inertie d’un objet dépend bien siir de I'axe de rotation choisi et de '’endroit ou cet
axe de rotation traverse l'objet. Le moment d’inertie d’un objet continu se calcule de maniere
assez semblable au centre de masse, en passant a une intégrale. Nous allons maintenant calculer
les moments d’inertie de quelques objets simples.

L

L2 L2

Figure 9.3. Quelques objets dont on peut facilement calculer les moments d’inertie, par rapport a
I'axe indiqué.

Moment d’inertie d’un anneau

Comme premier exemple, considérons un anneau de rayon R et de masse M (fig. 9.3A). Calculons
le moment d’inertie par rapport a I’axe de I’'anneau. Comme tous les points de I’anneau sont situés
a égale distance de l’axe de rotation (on néglige ici la largeur de l’anneau), la définition (9.31)
donne simplement

I=> mp}=R"> m =MR (9.36)

La méme formule s’applique & un cylindre creux d’épaisseur négligeable par rapport a son rayon.
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Moment d’inertie d’un disque ou d’un cylindre

Comme deuxieme exemple, considérons un disque plein de rayon R et de masse M (fig. 9.3B). On
peut diviser ce disque en une série d’anneaux concentriques de rayon r (r va de 0 a R). Chacun
de ces anneaux a une largeur dr et possede une masse 2mordr, ou o est la densité superficielle
(constante) du disque. Le moment d’inertie de I'anneau de rayon r est donc dI = 2mor3dr et le
moment d’inertie total est

R
I :/ dr 2nor® = inoR' = LM R? (M = 7R*0) (9.37)
0

Remarques :

1. Cette expression vaut aussi pour un cylindre de hauteur h. En fait, la distribution de la masse en
fonction de la coordonnée z parallele a 'axe de calcul peut étre quelconque, car cette coordonnée
n’intervient pas dans le calcul du moment d’inertie.

2. Le principe de superposition permet de calculer le moment d’inertie d'un objet pouvant étre
considéré comme la ‘différence’ de deux objets. Par exemple, un cylindre creux de rayon intérieur
a et de rayon extérieur b peut étre considéré comme un cylindre plein de rayon b duquel on a
soustrait un cylindre plein de rayon a < b. Le moment d’inertie d’un tel objet est alors

I=gmo(b! - a') = gro (i —a*)(¥? +a®) = gM (P +a?) (9.38)

Moment d’inertie d’une spheére

Comme troisieme exemple, considérons une spheére pleine de rayon R et de masse M (fig. 9.3C).
On peut diviser cette sphere en une série de disques superposés. Un disque situé a une hauteur z
par rapport au centre (z va de —R & R) possede une épaisseur dz, un rayon r = v/ R? — 22 et une
masse dM = prridz onl p est la densité volumique (constante) de la spheére. Le moment d’inertie
de chaque disque est

dl = %er2 = %/ur'r‘ldz = %/J/]T(RZ — 2%)%dz (9.39)

et le moment d’inertie total est obtenu en intégrant sur z de —R a R:

R
8 2
I=lum / d (R = 22 =y B = M R? (M =-nR'p)  (9.40)
-R

Moment d’inertie d’une tige

Comme dernier exemple, considérons une tige de longueur L et de masse M (fig. 9.3D). On subdivise
cette tige en parcelles de longueur dz et de masse Adx, A étant la densité linéaire (ou masse par
unité de longueur) de la tige. Chaque parcelle posseéde un moment d’inertie dI = A\z?dz, ol x est
la distance par rapport a ’axe. Le moment d’inertie total est

I= / dor M\a? = AL = —ML? (9.41)
L 12 12
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Théoréme de Huygens

Le théoréeme de Huygens (aussi appelé théoréme de I’axe paralléle) facilite grandement le calcul
du moment d’inertie par rapport a un axe quelconque. Soit I, le moment d’inertie par rapport a un
axe passant par le centre de masse et I le moment d’inertie par rapport a un autre axe, parallele
au premier et & une distance d de celui-ci. Alors ce théoreéme stipule que

I=1,+Md* (9.42)

La preuve en est simple. Soient R, la position du centre de masse par rapport a ’axe de rotation,
p; la position de la i¢ particule de 'objet par rapport a I’axe qui nous intéresse et p) la position
de la ¢ particule de I'objet par rapport a ’axe qui passe par le centre de masse. En fait, tous ces

vecteurs sont projetés sur le plan xy (leur composante en z est éliminée), de sorte que |R.,| = d.
On a bien str la relation p; = R, + p} et le moment d’inertie I est
I= Z mip;
i
2
= Z mi(Rcm + p;)
(9.43)

= ZmL(R(Q:m + 2la'cm ’ p; + (p;)Q)
=Md*+2R- Y mp}+ 1,

Dans la derniére équation, la somme n’est autre que la projection sur le plan z = 0 de la position
du centre de masse et ce, dans le repere ou le centre de masse est a ’origine. Cette somme est donc
nulle et le résultat recherché s’ensuit.

Comme exemple d’application du théoréeme de I'axe parallele, calculons le moment d’inertie d’une
tige de longueur L par rapport a un axe perpendiculaire a la tige et passant par I'une de ses
extrémités. On trouve alors

1 1
I=M(L/2)*+ EML2 = gML2 (9.44)

Notons que le moment d’inertie par rapport au centre de masse est souvent exprimé de la maniere
suivante :

I, = ME* (9.45)

ou M est la masse de l'objet et ou k est le rayon de gyration de l'objet (k a les unités d’une
longueur). C’est en fait la distance quadratique moyenne des particules de I'objet a I’axe passant
par le centre de masse. Autrement dit, k£ est le rayon d’un anneau équivalent ayant la méme masse
et le méme moment d’inertie que I'objet considéré. Bien sur, le rayon de gyration fait référence &
une direction particuliere pour I’axe de rotation : un objet a des rayons de gyration différents dans
des directions différentes. En fonction du rayon de gyration, le théoreme de Huygens s’exprime
ainsi :

I =M+ d% (9.46)

Par exemple, le rayon de gyration d’un disque plein de rayon R est \/gR, alors que le rayon de

gyration d’'une sphere pleine de rayon R est \/%R.
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0.6 Energie cinétique de rotation

Nous allons maintenant démontrer qu’un objet de moment d’inertie I en rotation a une vitesse
angulaire w possede une énergie cinétique K, associée a cette rotation, donnée par

J?
Ko = 3lo” = 3% (9.47)
Démontrons cette relation : I’énergie cinétique est bien stir donnée par
Koy = 3> myv} (9.48)
i
Comme v; = w Ar;, la grandeur de v; est v; = wp; et donc
K, = %Zmiuﬂp? =11, (9.49)
i

le résultat recherché. Vu que J, = Iw, on peut aussi écrire cette relation comme K,,, = J2/(2I).

Plus généralement, nous allons maintenant montrer que 1’énergie de rotation d’un objet rigide libre
de tourner dans toutes les directions est donnée par la relation

K 1J w (9.50)

rot. — 2

Pour ce faire, calculons le produit scalaire du moment cinétique J, d’une particule de 'objet avec
w:
=m(wAT;) -V, (9.51)
= m;v; (Vi=wAr))
Nous avons utilisé ici la propriété cyclique (1.16) du produit triple et la relation v, = w Ar;. Donc,
I’énergie cinétique de rotation de l'objet peut s’écrire

K, = %Zmlvf = %ZJZ ‘W, (9.52)

ce qui revient a la relation (9.50). Bien sir, la relation (9.47) en est un cas particulier, applicable
lorsque 'axe de rotation est fixe dans la direction z.

Dans le cas d’un objet qui se déplace en méme temps qu’il tourne autour de son centre de masse,
comme par exemple un objet balancé qui roule sur un plan, ’énergie de rotation coincide avec
I’énergie interne qui figure dans le théoreme de Koenig. L’énergie cinétique comporte alors deux
terme : 'un associée au mouvement du centre de masse (énergie cinétique de translation) et l'autre
qu’on calcule par rapport au centre de masse : I’énergie cinétique de rotation.

Exemple : objet sur un plan incliné

Appliquons la relation (9.47) a I’étude du mouvement d’un objet circulaire (une sphere, un cylindre
ou un anneau) en roulement sur un plan incliné, tel qu’illustré sur la figure 9.4. Si 'objet roule sans
glisser, sa vitesse de translation et sa vitesse angulaire de rotation sont reliées par la contrainte
v = wR. L’énergie cinétique de I'objet, d’apres le théoreme de Koenig, est la somme de 1’énergie

cinétique du centre de masse (I’énergie cinétique de tranlation %va) et de I’énergie cinétique par
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Figure 9.4. Sphere en roulement sur un plan incliné.

rapport au centre de masse (I’énergie cinétique de rotation %I w? = %mk%u?). L’énergie cinétique
totale est donc

k2
K = Imv® + Imk*w? =} <1 + R2> mv? (9.53)
L’énergie totale de I'objet (cinétique et potentielle) est
1 K o
E=3m <1 + R2) v~ +mgh (9.54)

ou h est la hauteur de I'objet par rapport a 'origine (donc négative en pratique). Soit x la coor-
donnée du point de contact de ’objet avec le plan, telle que mesurée le long du plan incliné. La
vitesse v est bien str définie comme v = 2. Si 6 est 'angle d’inclinaison du plan, on a h = —z sin 6.
On peut donc exprimer I’énergie comme

kN . .
E=im (1 + RQ) i — mgx sin 0 (9.55)
Comme l'objet roule sans glisser, la force de frottement exercée par le plan sur 'objet n’effectue
aucun travail et ’énergie est constante; donc sa dérivée par rapport au temps est nulle :

_dE

0= =
dt

2
=m (1 + ;) TE — mgdsiné (9.56)

Cette relation nous permet d’isoler ’accélération linéaire de I'objet :

. gsin@

&= B (9.57)
Le méme calcul effectué sur un objet qui glisse sans friction sur un plan incliné donnerait & = g sin 6.
Donc, a cause de la contrainte de roulement, le moment d’inertie de I'objet ajoute a son inertie
de translation et ralentit la descente de I'objet. Ce facteur de ralentissement est indépendant de la
taille de I'objet, et ne dépend que de sa forme. On peut se servir de I’expérience du plan incliné
pour mesurer la valeur de g, mais il faut alors tenir compte de ce facteur, sinon ’analyse donne
des résultats complétement erronés. Pour un cylindre creux, un cylindre plein et une sphere, les
rapports k?/R? sont respectivement 1, % et % Donc si les trois objets sont relachés en méme temps
de la méme hauteur sur le plan, la sphere arrivera en bas en premier, suivie du cylindre plein et
ensuite du cylindre creux. L’exercice 9.7 examine la méme situation, mais directement a 1’aide du
couple, sans faire appel a I’énergie.
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Relation entre couple et énergie potentielle

Le couple agissant sur un objet peut souvent étre calculé a partir de ’expression de ’énergie
potentielle de cet objet, sans passer par les forces. Considérons un objet pouvant effectuer une
rotation autour de I’axe des z et supposons que ’énergie potentielle U de cet objet dépende de son
orientation, c’est-a-dire de I’angle azimutal ¢ de I'objet par rapport a une direction de référence.
Nous allons démontrer que

N =2 (9.58)

Pour ce faire, rappelons que la variation de 1’énergie potentielle U qui accompagne une variation
des coordonnées de toutes les particules de 'objet est

dU = - > F, - dr, (9.59)

Mais, si I’objet est en rotation avec un vecteur vitesse angulaire w, on peut décrire la différentielle
de déplacement comme

dr, = v;dt = w Ar,dt (9.60)
Donc
AU ==Y F,- (wAr)dt=-Y w-(r; AF,)dt = —w - Ndt (9.61)
ou N est le couple total appliqué en vertu des forces qui découlent de cette énergie potentielle.
Comme w = wz et que wdt = dy par définition, on trouve bien dU = —N,dy, comme annoncé.
C.Q.F.D.
Comme exemple, considérons un pendule simple, comme illustré en page 52. L’énergie potentielle
est U = —mgl cos p. La composante en z du couple est alors
ou
N, = 9 = —mglsing (9.62)

Par contre, la composante correspondante du moment cinétique est
J, =1p =mbp (9.63)
Donc, la relation N, = .J, mene & I’équation suivante :
mlp = —mglsing = @+ %sing@ ~0 (9.64)

ce qui est bien I’équation du pendule (5.16).

9.7 Le pendule réel

Considérons ici un pendule réel — par opposition a un pendule simple — c’est-a-dire un objet de
masse M libre de pivoter par rapport a un point, mais dont la masse n’est pas concentrée en un
seul point, mais répartie de maniere quelconque, avec un moment d’inertie I, par rapport a son
centre de masse et une distance ¢ entre le centre de masse et le pivot (cf. Fig. 9.5).

D’apres la relation (9.16), le couple N produit par la gravité sur l'objet est

N=MR, Ag (9.65)
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Figure 9.5. Pendule physique. Le centre de masse (CdM) est a une distance ¢ du pivot. L’axe de
rotation sort de la page.

La grandeur de ce couple, par rapport au pivot, est donc N, = —Mgfsinf, ou 6 est I'angle
d’inclinaison entre la verticale et la position du centre de masse par rapport au pivot.

Supposons que l'axe du pivot est I’axe z. La composante .JJ, du moment cinétique évalué au pivot
est

J, =10 I=1I,+ M¢?* (9.66)

z

L’équation du mouvement pour ’angle 6 est donc
N,=J, = 1I6=—Mglsiné (9.67)

Encore une fois, il est possible de résoudre facilement cette équation différentielle si ’angle
d’inclinaison 8 est petit, de sorte que sinf =~ 6:

Mgl

0+ —0=0 (9.68)

La solution générale de cette équation est

0(t) = Acos(Q + ¢) Q=4/—= (9.69)

Le mouvement du pendule est alors harmonique, comme dans le cas du pendule simple, mais
I'expression de sa fréquence en fonction de la masse du pendule est différente. En fonction du
rayon de gyration du pendule et de la position du centre de masse, le moment d’inertie par rapport
au pivot est I = M (k* + £?), ce qui nous permet d’écrire la fréquence d’oscillation comme

[ gl

Plus le rayon de gyration k est petit par rapport a ¢, plus le pendule physique ressemble & un
pendule simple, dont la fréquence d’oscillation est 2 = /g//.
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9.8 Mouvement de précession

A moins qu'un objet rigide ne soit contraint de tourner sur un axe fixe ou qu’aucun couple ne
s’exerce sur lui, son moment cinétique J n’est en général pas constant en direction. Le cas le plus
simple d’une variation dans I’espace du moment cinétique est celui d’'un mouvement de précession,
causé par un couple perpendiculaire au moment cinétique.

L’exemple canonique est celui du gyroscope monté sur un pivot fixe (P), N
tel qu’illustré. Soit m la masse de cet objet, I son moment d’inertie par >
rapport a son axe de symétrie (A) et h la distance entre le centre de ‘
masse et le pivot. Le gyroscope est en rotation sur son axe a une vitesse
angulaire w. Dans cette configuration, ’objet subit un couple. En effet,
placons 'origine au pivot P. La seule force contribuant au couple est alors
le poids mg de 'objet, qui s’applique au centre de masse, et la grandeur
du couple produit est mghsin. Ce couple est perpendiculaire a la fois a
la verticale et & 'axe A : tel qu'illustré, il sort & peu pres de la page.

Le moment cinétique de I'objet est essentiellement dirigé le long de 'axe A. En fait, on doit faire ici
I'approximation que la rotation du gyroscope sur son axe est rapide en comparaison du mouvement
de précession, de sorte qu’on peut négliger toute autre contribution au moment cinétique. Dans
cette approximation, le moment cinétique est J = Iwé, ou € est un vecteur unitaire dirigé le long
de ’axe du gyroscope, comme illustré. Le couple peut alors s’exprimer comme

mgh

N=-QJAZ, ou Q=
Tw

(9.71)

Cette relation représente bien la direction et la grandeur du couple. Remarquons que si w est
négatif, ce qui signifie que le gyroscope tourne sur lui-méme dans la direction opposée de celle
illustrée, alors € et J changent de signe, ce qui laisse N inchangé, comme il se doit. Le théoreme
du moment cinétique nous permet ensuite de déterminer le mouvement de ’axe de rotation :
dJ
— =-QJANZ 9.72
I (9.72)
Comme J est perpendiculaire & J, la grandeur de J est constante : seule sa direction change. Cette
équation est identique a celle de la vitesse d’une particule chargée dans un champ magnétique
B =Bz: q
v q N
— == vVAB=wvAZ 9.73
dt m ¢ ( )
Dans ce cas, nous savons que la composante v, de la vitesse demeure constante, alors que la
composante horizontale v, décrit un cercle a la fréquence cyclotron w,, dans le sens horaire si
w, > 0. Ici, la solution est la méme, sauf pour le sens de la précession (w, est remplacé par —() :

J=J,z2+J (XcosQt + §sin Q) (9.74)

oll J, = Jsin® est la grandeur de la projection sur le plan xy du moment cinétique J et 2, donné
plus haut, est la fréquence de précession du vecteur moment cinétique autour de la verticale.

Remarques :

1. Plus la toupie tourne rapidement sur elle-méme, plus la précession est lente. En fait, la formule
ci-haut n’est valable que dans I’approximation w > €2, ou encore Iw? > mgh, ce qui revient &
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dire que I’énergie cinétique de la toupie est beaucoup plus grande que son énergie potentielle
(par rapport au pivot). C’est le cas d’une toupie dite rapide. En effet, dans notre démonstration,
nous avons négligé une partie du moment cinétique : celui associé a la précession elle-méme,
et donc ’axe de rotation instantané de 'objet n’est pas exactement son axe de symétrie. Nous
avons aussi négligé la nutation de la toupie (cf section 10.7), c’est-a-dire le fait que le moment
cinétique n’est pas exactement parallele a I’axe instantané de rotation. Une étude plus exacte du
probleme révele que la précession uniforme étudiée ici n’est possible que si la condition suivante
est respectée :

I/
I > 4=mgh cos ¢ (9.75)

out I’ est le moment d’inertie de la toupie par rapport & un axe perpendiculaire & son axe de
symétrie.

2. La fréquence de précession est indépendante de ’angle d’inclinaison 1 par rapport a la verticale.

Précession des équinoxes

L’un des plus anciens exemples connus de mouvement de précession est celui de la Terre elle-méme.
En effet, le moment cinétique intrinseque de la Terre effectue un mouvement de précession autour
du pole de I’écliptique, un tour complet étant effectuée en 25 780 ans, ce qui correspond a un
déplacement angulaire de 50, 26" par année. Ce mouvement se manifeste par un déplacement lent
du point vernal, c’est-a-dire du point de rencontre entre I’écliptique (la trajectoire apparente du
Soleil sur la votte céleste) et I’équateur céleste. C’est bien sur I’équateur céleste qui, comme 'axe
de la Terre, change d’orientation au cours du temps. Ce déplacement du point vernal, ou précession
des équinoxes, fut noté des le Ileme siecle avant notre ere par ’astronome grec Hipparque, a la
suite d’observations minutieuses et de comparaisons avec des observations effectuées un siecle et
demi auparavant. La conséquence astronomique la plus immédiate de la précession des équinoxes
est que I’étoile polaire n’indique pas le pole nord terrestre de maniére permanente, mais seulement
a notre époque. Dans douze mille ans, c’est Véga (dans la Lyre) qui tiendra a peu pres ce role.
La constellation du zodiaque dans laquelle se produit I’équinoxe de printemps change aussi avec le
temps. Présentement, le Soleil, au 21 mars, se trouve dans la constellation des Poissons, et ce pour
encore un demi-millénaire, en dépit de ce que peuvent penser les adeptes de 1’age du Verseau. Il y
a 2000 ans, le Soleil se trouvait plutot dans la constellation du Bélier, etc.?

La précession des équinoxes ne regut une explication correcte qu’avec les Principia de Newton.
L’explication de base est simple : la Terre n’est pas parfaitement sphérique, mais légérement aplatie.
De plus, son axe de rotation fait un angle de 23°27 avec I’axe de ’écliptique. Ces deux facteurs font
que le Soleil et la lune exercent un couple sur la Terre. En effet, considérons la figure ci-contre et
supposons que le centre d’attraction (disons, le Soleil) soit situé loin vers la droite (I’aplatissement
de la Terre a été grossierement exagéré pour les fins de ’argument). On peut grosso modo considérer
que le Soleil exerce une force F, sur la moitié droite de la Terre et une force plus faible F sur
la moitié gauche (plus faible parce que cette moitié est plus éloignée du Soleil). On constate alors
que leffet combiné de ces deux forces est bien un couple N qui rentre dans la page, tel qu’indiqué.
Notons que nous avons illustré la Terre a un solstice. A I’équinoxe, le couple est nul. Par contre,
au solstice suivant, le couple est encore dans la méme direction. Au total, il y a un couple moyen

3 La précession des équinoxes est I'un des arguments les plus courants pour réfuter les prétentions des
astrologues qui associent une influence a chaque constellation, en rapport avec la position du Soleil lors de la
naissance d’'un individu. Comme leurs pratiques a cet effet n’ont pas changé depuis 2000 ans, le ridicule en
est évident. Mais c’est manifester trop de bonne volonté que d’utiliser des arguments aussi sophistiqués pour
réfuter ’astrologie.
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Figure 9.6. Cause du couple dans la précession des équinoxes. Seul l'effet du Soleil est illustré, au
solstice d’hiver.

non nul agissant sur la Terre et c’est ce couple qui cause la précession des équinoxes. L’argument
imagé donné ci-haut est peu rigoureux et 'importance de ’aplatissement de la Terre n’y est pas
tres explicite. Il est cependant évident que si la Terre était parfaitement sphérique le couple serait
nul, ne serait-ce que par symétrie. D’un autre c6té, ce couple apparait clairement dans le cas d’une
Terre aplatie a I’extréme.

Un argument plus sophistiqué permet de démontrer que la fréquence de précession est

31y 1,

0 =
2w I

cos 0 (9.76)
ol wy, est la fréquence de révolution de la Terre autour du Soleil, w est la fréquence de rotation de
la Terre sur elle-méme, I; est le moment d’inertie de la Terre par rapport a son axe polaire, I, le
moment d’inertie par rapport a un axe passant par ’équateur et 6 l'inclinaison de ’axe terreste
(23°27"). Cette formule prédit une période de précession de 81 000 ans. En réalité, la lune produit
un couple environ deux fois plus grand que celui du Soleil, et I'effet combiné des deux astres produit
une précession de 25 780 ans de période.

Précession des spins nucléaires

Un autre mouvement de précession, plus moderne celui-la, joue un réle important, notamment dans
I'imagerie médicale : la précession des spins nucléaires dans un champ magnétique. Indiquons ici
que la plupart des noyaux atomiques ont un moment cinétique intrinseque (appelé spin nucléaire)
et que ce moment cinétique porte aussi ce qu’on appelle un moment magnétique. Grosso modo,
le moment magnétique est un vecteur M caractérisant un aimant microscopique : sa direction est
celle du pole magnétique de l'objet et sa grandeur caractérise la force de cet aimant (une définition
plus rigoureuse se trouve dans les cours d’électromagnétisme, en fonction de boucles de courants).
Le moment magnétique d’un noyau est proportionnel & son moment cinétique intrinseque (spin) :
M = ~J, ol 7 est le facteur gyromagnétique du noyau. Or, 'une des propriétés fondamentale des
aimants est justement de s’aligner dans la direction du champ magnétique. L’énergie potentielle
d’un moment magnétique M dans un champ magnétique B est

U=-M-B=—-MBcosf (9.77)

ou 6 est I’angle entre le moment et le champ magnétique. Le champ magnétique produit donc un
couple sur le moment magnétique, couple qu’on peut exprimer comme suit :

N=MAB ou N =MB|sinb)| (9.78)
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Ce couple cause une précession du spin nucléaire, en vertu du théoréeme du moment cinétique :

dJ
T YIAB=~vBJAZ (B = Bz) (9.79)
On retrouve ’équation (9.72), sauf qu’ici elle est exacte et non pas le résultat d’une approximation

de rotation rapide. On en conclut a un mouvement de précession du spin nucléaire, avec fréquence

appelée fréquence de Larmor.

Résonance magnétique

Ce mouvement de précession est a la base de la technique d’imagerie par résonance magnétique.
Expliquons sommairement. Il est possible de faire entrer le mouvement de précession de fréquence
w;, en résonance avec un champ magnétique supplémentaire (en plus du champ constant B), oscil-
lant & une fréquence w. Ce champ oscillant transfere de ’énergie au mouvement de précession et en
augmente 'amplitude. L’énergie transférée est maximale quand la condition de résonance w = w;
est atteinte. Cette énergie est ensuite transférée a ’environnement des noyaux. L’important ici est
que la fréquence de résonance w; peut étre mesurée précisément. Or, un noyau subit, en plus du
champ magnétique appliqué, un champ magnétique local produit par les nuages électroniques de
I’atome, qui s’ajoute au champ appliqué et qui change donc la valeur de la fréquence de résonance.
Mesurer la fréquence de résonance permet donc de mesurer ce champ magnétique local, qui change
d’une espece de molécule a 'autre et d’un atome a 'autre dans la molécule. On peut ainsi tracer la
concentration de certains éléments (en particulier ’hydrogene) dans un objet, simplement en identi-
fiant la fréquence de résonance (ou en mesurant I’absorption d’énergie magnétique). En particulier,
en balayant le corps d’un patient a I’aide du champ magnétique variable et en mesurant 1’absorption
d’énergie, on obtient des images tridimensionnelles claires de la concentration d’hydrogene dans
les tissus, sans aucune intrusion mécanique. Mentionnons aussi que cette technique de résonance
magnétique nucléaire’ est aussi extrémement importante en analyse chimique. Remarquons enfin
qu'un traitement rigoureux de ce phénomeéne de résonance magnétique doit étre fait dans le cadre
de la mécanique quantique, puisqu’il s’agit ici d’objets microscopiques. La mécanique classique
permet cependant d’en entrevoir le fonctionnement.

9.9 * Mouvement libre d'un objet rigide

Dans cette section nous considérons un objet rigide et étudions la relation entre le moment cinétique
et la vitesse angulaire de I'objet en rotation, sans que ’axe de rotation soit contraint par un essieu
ou un autre dispositif.

Matrice d’inertie

On montre que le déplacement d’un objet rigide peut toujours étre caractérisé par une translation
de son centre de masse, plus une rotation par rapport a son centre de masse. A un instant donné,
I’état de mouvement d’un objet rigide est donc spécifié par la vitesse V, de son centre de masse

4 On dit maintenant “résonance magnétique”. On a laissé tombé I'épithete “nucléaire”, probablement parce
qu’elle véhicule des craintes au sujet de la radioactivité, alors que la technique n’a rien a voir avec des processus

radioactifs. Ce sont simplement les spins des noyaux qui précessent, par opposition a ceux des électrons.
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et une certaine vitesse angulaire w qui généralement change avec le temps. Revenons maintenant
a la relation (9.32) et exprimons-la en composantes, sans supposer que w = w7 :

Jp=w, {Zmz(yf + Z?)} + w, {_Zmixiyi} +w, {_Zmzfczzz}
J, = w, {_ Zmiyixi} + w, {Zmz('r? + 212)} +w, {_ Zmiyizi} (9.80)

i

Jz_wz{_zmizixi} +wy{_zmiziyi} tw, {Zml(x?—i—yf)}

i

J, =11, L, 1. w, (9.81)
JZ IZ{L’ zY IZZ wZ

ol la matrice 7 aux composantes I, (o, 8 = x,y,2) est appelée matrice d’inertie ou tenseur
d’inertie. Les composantes de cette matrice dépendent de la forme particuliere de l'objet et
dépendent en général du temps si 'objet est en rotation et si on les calcule par rapport a des
axes fixes dans ’espace.

L’important ici est de réaliser que la vitesse angulaire w n’est en général pas parallele au moment
cinétique J. Lorsqu’un objet rigide est projeté dans les airs et qu’aucun couple n’agit sur lui
(N, = 0), le moment cinétique J_., est conservé, mais la vitesse angulaire de I'objet n’est pas
constante, sauf sous des conditions initiales particuliéres. On peut montrer par une analyse plus
poussée que le vecteur vitesse angulaire w tourne (ou précesse) alors autour du vecteur moment
cinétique J. Ce mouvement est appelé nutation. Un tel mouvement de nutation est aussi observé
sur une toupie en précession.

Ce mouvement de nutation a aussi été observé sur la Terre dans son ensemble, méme si on ne
peut pas exactement considérer la planete comme un objet rigide. On a pu observé que 'axe du
poéle nord n’est pas constant, mais a un mouvement de nutation dont I'amplitude est relativement
petite (un quinzaine de metres a la surface du pole nord; voir la section 10.7 plus bas).

Axes fixes a ’objet

Il est souvent commode d’utiliser un systéme d’axes fixes par rapport a 'objet, c’est-a-dire qui
tourne avec I’objet, et dont l'origine est au centre de masse de ’objet. Bien stir, ces axes définissent
un référentiel tournant et donc non inertiel. Du point de vue ces axes, ’objet n’est pas en rotation :
c’est ’environnement qui ’est. Un vecteur constant du point de vue du laboratoire est en rotation
du point de vue de ces axes. De ce point de vue, le moment cinétique J est donc toujours constant
en grandeur, mais pas en direction. L’avantage de ce systeme d’axes est que les composantes de
la matrice d’inertie sont constantes dans le temps. En particulier, étant donné que la matrice
d’inertie est symétrique (c’est-a-dire IL,=1,, etc.), elle peut étre diagonalisée, c¢’est-a-dire qu'il
existe un systeme de trois axes perpendiculaires, liés a I’objet, tels que la matrice d’inertie calculée
en utilisant ces axes est diagonale :

I, 0 0
=10 1, 0 (9.82)
0 0 I
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Les trois coefficients I 5 5 sont appelés moments d’inertie de 1'objet. Les moments d’inertie car-
actérisent la facon dont la masse de I’objet se répartit autour des axes. Les axes en question sont
appelés axes principaux de l'objet. Pour certains objets, les axes principaux sont évidents. Par
exemple, les axes principaux d’un parallélépipede sont les axes perpendiculaires aux trois faces et
passant par le centre de masse. Pour un cylindre, I’axe du cylindre est I'un des axes principaux,
alors que les deux autres sont perpendiculaires au premier et perpendiculaires entre eux. Pour une
sphere, tout ensemble de trois axes mutuellement perpendiculaires passant par le centre de masse
sont des axes principaux.

Energie de rotation
Nous avons vu que la relation entre J et w est J = Zw ou 7 est la matrice d’inertie. On peut donc
écrire 1’énergie cinétique de rotation (9.50) comme

K. = swlw=1JT7'J (9.83)

T

(les expressions ci-haut sont la multiplication d’un vecteur rangée par une matrice et puis par un
vecteur-colonne). Dans le systéme des axes principaux liés a ’objet, la matrice Z est diagonale et
I’énergie cinétique de rotation prend la forme
J} J? J?
Koy =+ 2+ 22 9.84
otor 2L, 21 (9:84)
ou les coefficients I;, I, et I; sont les moments d’inertie de 'objet par rapport aux trois axes
principaux. Notez cependant que les composantes (J;, J,, J;) du moment cinétique dans ce systéme
d’axes ne sont en générale pas constantes, car ces axes sont en général en mouvement.

Figure 9.7. L’ellipsoide de Binet et la mouvement du moment cinétique dans le repere des axes fixes a
Pobjet. Les trois axes principaux (1, 2 et 3) sont indiqués en pointillé, ainsi que les 3 ellipses coupant
les trois plans (12), (13) et (23). Les courbes noires sont les intersections de 'ellipsoide avec des spheres
de plus en plus petites.

En fonction des composantes (J;, Jy, J;) du moment cinétique dans le repere des axes principaux,
la conservation de I’énergie cinétique de rotation décrit un ellipsoide, appelé ellipsoide de Binet,
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spécifié par I’Eq. (9.84). D’autre part, la conservation du moment cinétique dans ’espace se traduit
par un vecteur (J, Jy, J;) de longueur constante, dont 'extrémité se déplace sur la surface d'une
sphere de rayon |J| dont 1’équation est

JE+ J5 + I =T (9.85)

Le vecteur (J;, J,, J5) se déplace donc sur l'intersection d’une sphere et d’un ellipsoide. Cette vision
géométrique aide a comprendre pourquoi la rotation d’un objet par rapport a un axe principal est
stable dans le cas du moment d’inertie minimum (disons I;) et du moment d’inertie maximum
(disons I5), mais instable dans le cas du moment d’inertie moyen (disons I,). Ceci est illustré a la
Fig. 9.7.

Probleme 9.1

Calculez le moment cinétique du Soleil attribuable a sa rotation sur lui-méme. Evaluez ensuite le moment
cinétique orbital de Jupiter. Lequel est le plus élevé? Utilisez pour ce faire le moment d’inertie d’une sphere
et les valeurs tabulées des distances astronomiques et des périodes de rotation.

Probleme 9.2

Démontrez que si on suspend un objet rigide par un fil, 'objet s’oriente de sorte que son centre de masse est
situé sur le prolongement du fil.

Probléeme 9.3

Une automobile de masse M repose horizontalement sur ses quatres roues. Le sol exerce une force F; sur
chacune des deux roues arriere et I, sur chacune des deux roues avant. La distance entre les roues arriere et
avant est d. A quelle distance horizontale dy des roues avant se situe le centre de masse de ’automobile? (rép.
d2 = 2F1d/Mg)

Probleme 9.4

Une porte (pleine) de largeur L est ouverte brusquement et donne contre un butoir placé a une distance
¢ < L des pentures. Quelle doit étre la distance optimale ¢ pour que les vis tenant les pentures en place ne
subissent aucune contrainte lors du choc de la porte sur le butoir? Réponse : £ = %L. Indice : le butoir doit
transférer & la porte une certaine quantité de mouvement et un certain moment cinétique. En supposant que
les pentures n’exercent aucune force sur la porte (dans la méme direction que celle exercée par le butoir) on
peut facilement relier ces deux quantités et obtenir la réponse, connaissant le moment d’inertie de la porte
par rapport aux pentures. On doit supposer que la masse de la porte est uniformément répartie.

Probléeme 9.5
Laurel et Hardy repeignent leur maison. Ils ont posé une échelle, en oblique, contre la fagade.

a) Hardy commence & monter. “Attention, lui dit Laurel, ’échelle est trop oblique, elle va finir par glisser.” —

“Idiot, répond Hardy, si elle tient quand je suis sur le troisieme barreau, elle tiendra aussi bien quand je serai
sur le dernier.” A-t-il raison?

b) Arrivé au milieu de 'échelle, Hardy prend peur et se rend aux raisons de Laurel. Il redescend et dit &

Laurel : “Puisque tu es si malin, vas-y donc toi-méme. Comme tu es plus léger, tu as plus de chances d’arriver
en haut sans que 1’échelle glisse.” A-t-il raison?

On peut supposer pour simplifier que seul le frottement sur le sol, et non sur le mur, peut assurer la stabilité
de 1’échelle.

[question tirée de La physique en question, par J.-M. Lévy-Leblond, Ed. Vuibert, 1980.]
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Probléeme 9.6

Un objet a la forme d’un halteére formé de deux spheres de rayon r ‘
séparées par une tige de longueur ¢ (distance entre les surfaces et
non pas les centres des deux sphéres) et d’épaisseur négligeable (voir l
figure). Calculez le moment d’inertie I de cet objet par rapport a !
I'axe des = et par rapport a 'axe des z. Supposez que la masse de
chacune des spheres est M et que la masse de la tige est m. Les
axes passent tous les deux par le centre de I'objet.

Probléeme 9.7

Un objet circulaire de rayon R et de rayon de gyration k roule sans glisser sur un plan incliné a un angle 6,
sous l'influence de la gravité, tel qu’illustré a la figure 9.4. L’objet peut étre (i) une sphere, (ii) un cylindre
plein ou (iii) un anneau (la valeur de k change, selon le cas). Adoptons des axes x et y tel qu’indiqués. Calculez
laccélération & de 'objet le long du plan pour une valeur quelconque de k. Exprimez votre réponse en fonction
de g, 6, k et R. Que vaut I’accélération pour les trois objets énumérés ci-dessus, en fonction de g et 67

Note : Ne solutionnez pas ce probleme a ’aide de la conservation de 1’énergie, mais en vous servant des
principes fondamentaux (F = ma et N = J). La contrainte de roulement est importante.

Probléeme 9.8

Un tuyau cylindrique de rayon a est placé a l'intérieur d'un autre
tuyau cylindrique de rayon R > a et, sous I'influence de la gravité,
oscille autour de sa position d’équilibre avec une fréquence angulaire
w.

a) Montrez que la fréquence w des petites oscillations est donnée
par

w=1/9(R ~a)/[R? + (R~ a)?

b) Montrez que si le petit tuyau est remplacé par un cylindre plein de rayon a, cette fréquence devient

w=1Jo(R - )/} + (R - ap]

et que si le petit tuyau est remplacé par une sphere pleine de rayon a, elle devient

o= \fotR - /2R + (R~

Indices : (1) Il faut écrire une expression complete pour I’énergie du petit tuyau, incluant les énergies poten-
tielle, cinétique de rotation et cinétique de translation. (2) Le petit tuyau roule sans glisser, ce qui permet de
relier 6 a ¢. (3) Il faut exprimer 1’énergie en fonction de 6 et de 0 seulement et faire Papproximation que 6
est petit. (4) L’énergie est conservée (E = 0) ce qui nous permet d’obtenir une équation différentielle pour
identique & celle du pendule aux petites oscillations et d’identifier la fréquence w.
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Probléeme 9.9

Un yo-yo de masse m a un axe intérieur de rayon b (autour duquel
s’enroule la corde), un rayon extérieur R et un moment d’inertie I. Le
yo-yo est placé sur une table et on tire la corde horizontalement avec
une force F' de sorte que la corde s’enroule autour de ’axe intérieur en
méme temps que le yo-yo s’approche, en roulant sans glisser.

a) Quelle est la force de frottement Fy;, qui s’exerce au point de contact

entre le sol et le yo-yo? Cette force est-elle plus grande ou plus petite
que F'?7 Si on suppose que le yo-yo a le méme moment d’inertie qu’un
disque, que devient cette formule?

b) Si le coefficient de friction statique est u, quelle est la force maximum F' au-dela de laquelle le yo-yo
commence a glisser sur la table?

Probleme 9.10

Considérez un yo-yo idéal (avec un rayon extérieur R, un rayon intérieur b et le moment d’inertie d’un disque)
qui se déroule en tombant sous l'influence de la gravité (le point de suspension de la corde reste fixe). Le
yo-yo, apres étre parvenu a son point le plus bas (la longueur de la corde est £), remonte ensuite jusqu’a son
point de départ. Obtenez une expression pour la vitesse v du yo-yo en fonction de sa coordonnée verticale z
(on suppose que z = £ au départ et z = 0 & son point le plus bas). Indice : utilisez la loi de conservation de
Iénergie.

Probleme 9.11

Un poids de masse m est suspendu & un fil enroulé autour d’une poulie (pleine) de masse M et de rayon R.
Ce poids tombe sous leffet de la gravité. Montrez que I’accélération du poids vers le bas est g/(1 + M/2m).

Probleme 9.11

Probléeme 9.12

Supposons qu’une version ‘économique’ de la station spatiale ait été

mise en orbite. Elle est constituée de deux modules identiques de masse L

S . . - >
m, reliés I'un a autre par un long filin de longueur L. L’ensemble
tourne a une vitesse angulaire w par rapport au milieu du filin (le | m m
centre de masse), ce qui cause une gravité artificielle dans chacun des
modules. On peut ici négliger 'influence de la Terre, de sorte que le w

référentiel de la station est approximativement inertiel.

a) Quelle est la tension du filin, en fonction de m, L et w?

b) Par accident, les fusées d’appoint de I'un des modules se mettent en marche, & puissance maximale, pendant

un tres court laps de temps, donnant un module une impulsion supplémentaire P dans le sens de sa vitesse a
ce moment-la. Décrivez le mouvement subséquent de la station : donnez la vitesse V' du centre de masse de
la station, en supposant qu’elle était nulle au départ (on se place dans le référentiel initial de la station) et la
nouvelle vitesse angulaire «’, si elle est différente de w.
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Probléeme 9.13

Au baseball, lorsqu’un batteur frappe la balle, il doit instinc-

tivement choisir le bon point d’impact P pour ne pas sentir une Yy
trop grande réaction du baton sur ses mains. Dans ce probleme,
nous idéalisons un peu cette situation et supposons que I'impact < x

de la balle se produit au point P, & une distance b du centre de

masse C, alors que le baton est tenu au point A, a une distance
a du centre de masse. On écrit le moment d’inertie du baton A

par rapport a un axe (sortant de la page) passant par C comme a b

Iy = Mk2, ou k est le rayon de gyration du baton. Trouvez la

relation entre a, b et k pour que la réaction du baton au point A

soit nulle. Indice : supposez que la baton est dans ’espace, sans que personne le tienne, et que la balle entre en
collision avec lui au point P. Apres la collision, le baton aura un mouvement de translation et un mouvement
de rotation par rapport a son centre de masse. Utilisez la conservation de la quantité de mouvement et du
moment cinétique pour déterminer la position du point A dont la vitesse sera nulle immédiatement apres la
collision. Expliquez pourquoi c’est a ce point que le batteur devrait tenir le baton.

Probléeme 9.14

Une boule de billard de rayon R roule sans glisser sur le tapis et rebondit
sur le bord de la table, ou elle percute un bourrelet & une hauteur h.
Quelle doit étre la valeur de h pour que la boule rebondisse sans glisser le
moindrement sur la surface de la table? Vous devez supposer que la force
exercée par le bourrelet sur la boule est horizontale.

Indice : la force F' exercée par le bourrelet sur la boule dépend du temps
d’une maniere compliquée, mais cela n’a pas d’importance puisque c’est
I'impulsion donnée a la boule par le bourrelet qui compte. De méme, le
moment cinétique donné & la boule par le bourrelet est proportionnel a
cette impulsion.

>

Probleme 9.15

Les phénomeénes en jeu au billard peuvent assez bien se comprendre une fois qu’on tient compte de la rotation
des boules et du frottement avec le tapis. Considérons un cas tres simple : la boule blanche roule sans
glisser, a une vitesse vy, et entre en collision avec une autre boule initialement au repos. Pour simplifier, nous
supposerons que le parametre d’impact est nul, de sorte que le mouvement de translation des deux boules
s’effectue en une dimension. Cependant, le processus de collision est si rapide, qu’il n’affecte que les vitesses
des boules, sans affecter de maniere immédiate leurs vitesses angulaires, de sorte qu'immédiatement apres la
collision, les deux boules glissent sur le tapis (la condition de roulement n’est pas satisfaite). En supposant
une force de frottement dynamique f au contact du tapis et des boules, obtenez une expression pour les
vitesses finales des deux boules (v' et v"), aprés que le frottement ait fait son oeuvre, et calculez la fraction
de I’énergie initiale perdue en raison de I’action des forces de frottement. Notez que toutes les boules ont la
méme masse et le méme rayon.

Indice : la force de frottement ne s’applique que s’il y a glissement des boules sur le tapis et elle disparait
aussitot que la contrainte de roulement est satisfaite. Dans le temps que cette force existe, elle produit un
couple qui modifie la vitesse angulaire de chaque boule, en méme temps que cette force les accélere (ou
décélere). Il est pratique de trouver en un premier temps le temps 7 pendant lequel cette force s’applique. Les
vitesses finales sont des fractions simples de la vitesse initiale vg.

Probléeme 9.16

Un objet en forme d’haltere est constitué de deux masses m reliées par une tige de masse négligeable. La
distance (centre a centre) entre les deux masses est 2a. Cet objet se déplace a une vitesse v vers la droite
sans aucun mouvement de rotation sur lui méme. Il entre en collision avec une masse m au repos située a
Porigine (la masse inférieure de I’haltére est & y = 0). Apres la collision, les deux objets se dirigent vers la
droite, le premier avec une vitesse v’ et le second avec une vitesse u. De plus, le premier objet tourne sur
lui-méme avec une vitesse angulaire w. Dans ce processus de collision ’énergie est conservée, mais une partie
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apres

Probleme 9.10

de I’énergie cinétique de translation se convertit en énergie cinétique de rotation. Vous pouvez considérer que
les trois masses en présence sont ponctuelles.

a) Ecrivez I’énergie totale F, la composante P, de la quantité de mouvement totale et la composante J, du
moment cinétique total par rapport a 'origine, avant la collision, en fonction de m, v et a.

b) Ecrivez E, P et J apres la collision en fonction de m, a, v, w et u.

c¢) Exprimez u, w et v en fonction de v en supposant que 1’énergie, la quantité de mouvement et le moment
cinétique sont conservés.

Probleme 9.17

a) Montrez que le moment d’inertie I d’une coquille sphérique tres
mince (une sphére creuse) de masse M, de rayon R et de densité
uniforme, est I = %M R?. Pour ce faire, vous pouvez soit utiliser
une intégrale, en faisant la somme des moments d’inerties d’un en-
semble d’anneaux; plus simplement, vous pouvez utiliser un principe
différentiel, a partir du moment d’inertie d’une sphere pleine de rayon
R et de masse M, qui est %M R?. Utilisez la méthode de votre choix.

b) Considérons maintenant un ballon rigide (donc une coquille sphé-

rique) de masse M et de rayon R, sur lequel on colle une petite masse m

fixée & la périphérie interne du ballon (on peut négliger les dimensions

de cette petite masse par rapport & R). Supposons que le ballon soit libre de rouler sur une surface plane, mais
sans glisser. Supposons de plus que le ballon roule autour d’un axe qui sort de la page, perpendiculaire a la
petite masse, comme illustré. Ecrivez une expression pour I’énergie totale du ballon (cinétique + potentielle)
en fonction de ¢, de ¢ et des parametres du probleme.

¢) En posant que ’énergie totale est constante, déduisez-en, par différentiation par rapport au temps, une

équation différentielle pour I'angle ¢, ainsi que la fréquence €2 des petites oscillations par rapport a la position
d’équilibre ¢ = 0.

Probléeme 9.18

Une roue de rayon R, de masse m et de moment d’inertie W w
I = mk? (par rapport & son axe) est maintenue en rotation /_\ /_\
une vitesse angulaire wy, tout juste au-dessus du sol. At= 0, Py
on la laisse tomber librement en contact avec le sol. Alors elle '
glisse tout en accélérant vers la droite : le sol exerce sur elle
une force de frottement F' constante qui Iaccélere, en méme TR
temps que sa vitesse angulaire diminue. Apres un temps 7', elle
a suffisamment accéléré, et sa vitesse angulaire a suffisamment diminué, pour que la contrainte de roulement
soit satisfaite et elle roule désormais sans glisser. Aucune force de frottement ne s’exerce désormais et sa
vitesse angulaire w demeure constante.
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a) Calculez la vitesse v(t) et la vitesse angulaire w(t) de la roue, en fonction du temps, pendant la période
d’accélération. Déduisez-en une valeur pour le temps T défini dans 1’énoncé.

b) Calculez le rapport K/Kj et exprimez-le en fonction de o = R? / k? seulement.

Probléeme 9.19

Un disque de rayon b, d’épaisseur h et de masse m est lié a un

essieu horizontal. Cet essieu est lui-méme mobile mais lié & un pivot

vertical; il tourne a une fréquence 2, alors que le disque qui lui est
attaché roule sans glisser sur le sol, en décrivant un cercle de rayon

R (on peut supposer que h < R, voir figure). Le tout est & la base

d’une ancienne technologie : la meule du moulin & farine. L’idée

ici est que le mouvement de rotation de la meule autour de I'axe
vertical cause un changement dans son moment cinétique et que le

couple nécessaire a ce changement est fourni par la force de contact -
avec le sol, qui est alors plus grande que le simple poids de la meule. 1 R

Ceci peut augmenter 'efficacité de la meule a moudre le grain. . Q\/,f

Donnez une expression pour la force normale F' exercée par le sol sur la fﬁétﬂé; en-tenant Cofﬁf)t’e/ du poids
mg de la meule. Pour une meule de 1 m de rayon, quelle doit étre la période de rotation du pivot pour que
la force normale soit le double du poids de la meule?

Indice : Ecrivez une expression vectorielle pour le moment cinétique J de la meule en fonction du temps, en
placant lorigine sur le pivot, la ou l'essieu le rejoint. Déduisez-en le couple nécessaire et identifiez les forces
qui sont a 'origine de ce couple. La contrainte de roulement permet de relier la vitesse angulaire w de rotation
du disque sur lui-méme a la fréquence de rotation 2 du pivot.

Probleme 9.20

Lorsqu’un disque (par exemple une piece
de monnaie) roule sans glisser sur un plan,
Iinclinaison v de ce disque avec la verti-
cale cause un couple qui pousse ce disque
a changer de direction. Si la vitesse v du
disque et 'angle 1 étaient constants, le
disque décrirait une trajectoire circulaire
sur le plan. Montrez que I'angle i est relié
a v, R et a accélération gravitationnelle
g de la maniere suivante :

Indice : La force de frottement statique entre le plan et le disque possede une composante dirigée vers le
centre de la trajectoire et cette composante contribue au couple, tout comme la force normale. La composante
horizontale du moment cinétique du disque décrit un cercle dans le temps. Vous devez supposer, pour simplifier
le probleme, que la vitesse angulaire du disque est toujours dans la direction de I’axe perpendiculaire au disque.

Probleme 9.21

Considérez le dispositif illustré: deux masses m sont reliées par w
une tige rigide de longueur 2R. Cette tige est fixée en son milieu ZL %P
a un axe de rotation vertical (selon z) qui tourne a une vitesse

angulaire constante w. La tige n’est pas perpendiculaire a I'axe de
rotation, mais fait un angle 6 avec I’horizontale (la figure n’est pas
une perspective 3D, mais une vue en coupe). L’axe de rotation est
tenu en place par deux supports, situés a une distance a du point
d’attache de la tige, en haut et en bas de celui-ci. On place 'origine
au point d’attache de la tige c’est a ce point qu’on évalue le moment
cinétique et le couple.
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a) Donnez une expression pour le moment cinétique J(¢) du systeéme

tige-masses en fonction du temps. Vous pouvez négliger la masse
de la tige et supposer que la tige est dans le plan zz a t = 0. Votre
réponse doit étre exprimée en fonction de R, m, 0 et w. Indiquez
bien la direction du moment cinétique.

b) Calculez le couple que les supports doivent exercer ensemble sur 1'axe de rotation pour que le moment

cinétique varie comme il le fait. Indiquez bien la direction du couple en fonction du temps. Quelle est la force
que chacun des supports doit exercer sur ’axe pour fournir ce couple?

Probléeme 9.22

Considérons un satellite artificiel, en orbite circulaire de rayon r autour de la
Terre. Notons 7 I'inclinaison de son orbite par rapport & ’équateur (comme il-
lustré). Si la Terre était parfaitement sphérique, elle n’exercerait aucun couple
sur le satellite (la force serait parfaitement centrale) et le plan orbital du satel-
lite resterait invariable. Cependant, la Terre est légérement aplatie (exagéré
sur la figure). On montre que le potentiel gravitationnel causé par la Terre est,
en raison de cet aplatissement,

M, R?
Vi(r,0) = —GTEB <1 - CT—;B(3COS29 - 1))

olt C'~ 5,4 x 10~* est une constante numérique, Ra est le rayon équatorial
moyen de la Terre, 6 est la coordonnée sphérique habituelle, mesurée a partir
du pole, et r est la distance au centre de la Terre. Cet aplatissement produit un couple s’exercant sur le
satellite et cause une lente précession du plan orbital. Le but de cet exercice est de calculer la fréquence €2 de
cette précession. Pour les fins de cet exercice, on peut remplacer le satellite par un anneau rigide de rayon r,
tournant sur lui-méme dans le méme temps que met le satellite a effectuer une orbite complete. En effet, la
précession du plan étant un phénomene lent en comparaison de la rotation du satellite autour de la Terre, on
peut “distribuer” la masse du satellite le long de son orbite pour calculer 2, sans faire d’erreur considérable.

a) Expliquez qualitativement, & l’aide d’un schéma, comment cet aplatissement peut causer un couple sur le
satellite et dans quel sens la précession du plan orbital a lieu, étant donné le sens de rotation illustré.

b) Calculez l'énergie potentielle gravitationnelle de l'anneau (qui remplace le satellite) en fonction de
linclinaison 7. Vous pouvez utiliser le fait que la coordonnée z du satellite en fonction du temps est
z(t) = rsini sin(wt), ou lorigine est au centre de la Terre et ou l'axe des z coincide avec I’axe polaire
terrestre. w est la fréquence de révolution du satellite autour de la Terre. Indice : calculez la moyenne de
I’énergie potentielle du satellite sur son orbite.

c) A Tlaide de Pénergie potentielle trouvée en (b) et de la relation entre le couple et 1’énergie potentielle,
montrez que la fréquence de précession du plan orbital du satellite est

2

R
0= 3Cw—g9 cos 1
r

d) Si linclinaison est de 45° et Plaltitude du satellite environ 100km, combien de révolutions sont-elles
nécessaires pour que le plan orbital ait effectué une précession compléte et revienne a son état original?



10 Référentiels accélérés

Un référentiel inertiel est une idéalisation. En pratique, les référentiels que nous utilisons, comme le
référentiel terrestre, ne sont pas exactement inertiels. Il est donc important de comprendre comment
incorporer dans I’étude du mouvement les effets qui proviennent d’un référentiel accéléré.

10.1 Forces d'inertie

Un référentiel est dit accéléré s’il n’est pas inertiel, c’est-a-dire si son origine ou ses axes sont en
mouvement accéléré par rapport a un référentiel inertiel. Considérons d’abord le cas d’un référentiel
accéléré S, dont les axes ont la méme orientation que les axes d'un référentiel inertiel S;. L’origine
du référentiel S, par rapport a S; est le vecteur r,(t) et peut dépendre du temps d’une maniere
quelconque. Un objet en mouvement est caractérisé par une position r; dans le référentiel S; et une
position r, dans le référentiel S,. Bien str,

r,=r; —1ry(t) (10.1)
En prenant la dérivée par rapport au temps de cette relation, on trouve

v, =v, —vy(t), (10.2)

a

ou v, est la vitesse instantanée du référentiel S, par rapport a S;. Si v, est constante, c’est que
S, n’est pas accéléré, mais constitue un autre référentiel inertiel. Si on dérive une fois de plus par

rapport au temps, on trouve
a, =a; —ay(t), (10.3)

ou a, est l'accélération de l'origine de S, par rapport a S;. Par exemple, si un objet est au repos
dans S, (v, =0, a, = 0), alors son accélération par rapport a S; est a; = a,. Si, au contraire, il
est au repos par rapport a S; (v, = 0, a, = 0), alors son accélération telle que mesurée dans S, est

aa — _ao.

Comme indiqué a la section 3, la premiere loi de Newton n’est valable que dans un référentiel
inertiel. La deuxieme aussi d’ailleurs, car les lois de forces ne dépendent que des positions et
vitesses relatives des particules, ce qui fait que la force agissant sur une particule et causée par un
autre objet est la méme, quel que soit le référentiel utilisé. On doit donc écrire

F = ma, = m(a, +a,) (10.4)

Cependant, dans le but de conserver a la loi de Newton sa validité apparente dans le référentiel
S,, on définit une force d’inertie (ou force fictive, ou pseudo-force)

F, = —ma, (10.5)
et on écrit la deuxieme loi sous la forme

Fréel + FO = Fapp. =ma (106)

a

Nous avons affublé la force F de I'indice ‘réel’ pour insister sur le fait qu’il s’agit de la force associée
aux interactions avec d’autres objets, celle qui apparait dans un référentiel inertiel. La force appar-
ente F, , est la force réelle, plus la force d’inertie, telle que ressentie dans un référentiel accéléré.
La force d’inertie s’ajoute donc aux autres forces dans la loi de Newton. Notons cependant que
cette force n’est pas associée a la proximité des autres objets (elle ne résulte pas d’une interaction)
mais est simplement un artifice du référentiel accéléré choisi.
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Dans le cas de deux référentiels ayant les mémes axes, la force d’inertie est la méme partout, car
a, ne dépend pas de la position, mais uniquement du temps (a la rigueur). Des exemples de tels
référentiels accélérés sont

1. Un ascenseur en chute libre, ou en début de montée ou de descente.
2. Un avion en trajectoire parabolique.

3. Une fusée en ascension.

4. Un rame de métro en accélération linéaire.

Dans d’autres cas, notamment dans un référentiel tournant, ’accélération a;, peut dépendre de la
position et de la vitesse d’un objet.

10.2 Principe d'équivalence

Considérons une particule sous linfluence d’'un champ gravitationnel g, observée a partir d’un
référentiel accéléré. La force apparente s’exercant sur cette particule est

F,,, =ma, =m(g—a) (10.7)
Ceci signifie que 'accélération du référentiel produit le méme effet qu'un champ gravitationnel. Un
observateur qui ne ressent que F, ne pourrait affirmer si cette force est causée par un vrai champ
gravitationnel ou par le fait d’étre dans un référentiel accéléré, a moins de savoir a priori qu’il y a

une planete a proximité! Cette impossibilité de distinguer I'effet d’un champ de gravitation d’une
force d’inertie a été élevée au rang de principe par A. Einstein. C’est le principe d’équivalence :

On ne peut distinguer localement une force d’inertie
d’une force gravitationnelle.

L’origine physique de ce principe est que la masse gravitationnelle — celle qui figure dans la formule
de gravitation de Newton GMm/r? — est la méme que la masse inertielle, qui figure dans F = ma.
Plus précisément, la constante de Cavendish G étant universelle, le rapport de la masse inertielle
a la masse gravitationnelle est le méme pour toutes les particules élémentaires.

Précisons le sens de principe d’équivalence : un observateur disposant d’une batterie d’instruments
scientifiques dans un espace restreint, isolé du monde extérieur, ne pourrait, par une expérience,
déterminer s’il est dans un champ gravitationnel ou dans un référentiel accéléré. Le mot ‘localement’
dans le principe d’équivalence est important, car il existe une différence entre un vrai champ
de gravitation et une force d’inertie : le champ de gravitation a besoin de sources pour exister.
L’observateur pourrait faire la différence entre les deux en mesurant comment la force apparente
varie finement d’un point a un autre et c’est pour cela qu’on le restreint & un espace petit. Par
exemple, le champ g autour de la Terre pointe vers le centre de la Terre. Aucun référentiel accéléré
ne peut produire cet effet partout. La force d’inertie ne peut annuler une force gravitationnelle
que dans un voisinage assez restreint a 1’échelle de la planéte, par exemple a l'intérieur d’une
capsule spatiale en orbite autour de la Terre. Le principe d’équivalence est a la base de la relativité
générale, la théorie moderne de la gravitation, formulée par Einstein en 1915.
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Apesanteur

On se trouve en état d’apesanteur lorsque l'accélération du référentiel compense exactement le
champ gravitationnel (a, = g). Cette définition peut paraitre arbitraire, mais le fait est qu'une
personne en chute libre ne ressent pas les effets de la gravité, comme par exemple les astronautes
en orbite autour de la Terre. Par contre, un personne sur le “plancher des vaches” ressent une force
sur ses pieds (ou sur tout autre partie de son corps en contact avec le sol) qui compense exactement
la force gravitationnelle. La sensation de pesanteur est étroitement liée a cette force normale (on
la ressent moins lorsqu’on nage sous 1'eau).! En somme, la sensation de pesanteur est causée par
a peu pres toutes les forces sauf la force de gravité, affirmation qui peut sembler paradoxale, mais
qui demeure néanmoins exacte!

L’entralnement des astronautes en apesanteur se fait souvent a l'intérieur d’avions qui, pendant une
fraction de minute, suivent une trajectoire parabolique comme celle d’une projectile. Autrement dit,
le long de cette trajectoire parabolique, les moteurs de ’avion ne font que compenser exactement
la force de résistance de l'air agissant sur I'avion et le tout suit une trajectoire identique a celle
que suivrait ’avion en l’absence d’atmosphere, tous moteurs coupés. L’avion constitue alors un
référentiel en “chute libre”, dont I’accélération est a, = g et ses occupants sont en état d’apesanteur.

10.3 Référentiel tournant

Considérons maintenant un référentiel tournant S,, dont I’origine coincide en tout temps avec celle
d’un référentiel inertiel S; mais dont les axes sont en rotation uniforme par rapport a ceux de S;.
Désignons par {X,y,z} les vecteurs de base du référentiel S; et par {X',§',2'} ceux du référentiel
tournant S,. Le référentiel tournant est caractérisé par un vecteur de vitesse angulaire w, constant
en grandeur et en direction. Selon la relation (9.28), la dérivée temporelle des vecteurs de base

{X,y',7'} est

dx’ dy’ dz’
- = /\A/ — = /\A/ _— = /\A/ 108
a T Ty TNy g T e (108)
Un vecteur quelconque B peut étre décrit dans les deux repeéres comme
B=Bx+B)y+B.z (10.9)
= B,%' + By + B.%/ '
Sa dérivée par rapport au temps est
dB T,
(dt)l = BIX + Byy + BZZ
= B.X + By + B2 + BlX + By + B.2
dB (10.10)
- <dt> +wA(BX' + By + B.7')
dB
=(— ANB
(&)

I Drautres facteurs physiologiques sont aussi impliqués, en particulier les mouvements des particules en
suspension dans le colimagon de l'oreille interne, responsable de la sensation d’équilibre.
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Le premier terme n’est autre que la dérivée temporelle de B telle que mesurée dans le référentiel
tournant, alors que le membre de gauche est cette méme dérivée, mesurée dans le référentiel fixe.

On écrit donc
dB dB

En particulier, si B = r (la position d’un objet), cette formule nous permet de comparer les vitesses
du méme objet dans les deux référentiels :

V, =V, +wAT (10.12)

Le but de cet exercice est de comparer les accélérations d’'un objet mesurées dans les deux
référentiels. Pour ce faire, il faut appliquer le relation (10.11) deux fois de suite :

= <dt [vr+<.u/\r]>Z
(10.13)
dv,
= < = ) +wAV,; (w est constant)
dv,
=1 +wAV, +wA(V, +wATr)
Ce qui donne finalement
a=a +2wAVv,+wA(WAT) (10.14)
Selon notre définition a; = a, + a,, de I"accélération du référentiel, on trouve
a,=2wAV,+wA(WAT) (10.15)
et la force d’inertie F, ressentie dans le référentiel tournant est alors
Fo=-2mwAv, —mwA (wAT) (10.16)
Force centrifuge
Le deuxiéme terme de (10.16) est appelé force centrifuge:
F.w=—-mwA(WwAr) (10.17)

Cette force d’inertie ne dépend que de la distance entre I'objet et I'axe de rotation. En effet,
décomposons r en composantes parallele et perpendiculaire & w : r =1 +r,. Comme w-r, =0
et w Ary =0, on trouve, d’apres l'expression (1.14) du double produit vectoriel,

—mw A (wAr)=—mwA (wAr)
=m{wr, — (w-r )w} (10.18)
= mw’r,

La grandeur r, du vecteur r, est la distance entre le point r et ’axe de rotation du référentiel.
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Sil'objet est stationnaire dans S,, c’est-a-dire si v, = 0, alors v, = w Ar = wAr, ou, en grandeur,
v, = Wr (1019)

de sorte que la grandeur de la force centrifuge peut s’exprimer aussi comme

muv?

Fop = (v, =0) (10.20)

Il est bien important de distinguer les épithetes centrifuge et centripéte. Techniquement, une
force est qualifiée de centripeéte si elle est dirigée vers le centre d’un cercle et une telle force est
généralement réelle. Par contre, la force centrifuge est une force d’inertie qui n’a de sens que dans
un référentiel tournant et est dirigée vers I’extérieur, par rapport a ’axe de rotation du référentiel.
Un exemple de la vie courante nous aidera a mieux distinguer les deux. Considérons une automobile
en virage, décrivant un arc de cercle de rayon R a une vitesse v. Du point de vue d’un référentiel
inertiel, un passager de cette automobile est donc en trajectoire circulaire et son accélération a est
dirigée vers le centre du cercle et sa grandeur est a = v?/R. La force qui maintient le passager sur
cette trajectoire est principalement exercée par la portiere droite et la banquette de I'automobile;
cette force est réelle et peut étre qualifiée de centripete. Plagons-nous maintenant dans le référentiel
(accéléré) de 'automobile. Le passager est stationnaire dans ce référentiel et la force totale (réelle
+ fictive) agissant sur lui est donc nulle. La force réelle est la force centripete décrite plus haut.
La force d’inertie est la force centrifuge, de grandeur v?/R et dirigée vers 'extérieur, exactement
opposée a la force centripete. Remarquons que le passager affirmera tout naturellement ressentir
la force centrifuge, pour la méme raison qu’il affirme ressentir la force de gravité : localement, les
deux forces ont le méme type d’effet, d’aprés le principe d’équivalence. Cependant, comme dans le
cas de la sensation de pesanteur mentionné plus haut, c’est plutot la force exercée par la portiere
et la banquette qui est ressentie par le passager (au sens physiologique du terme) et non la force
centrifuge. La sensation de poussée est un phénomene bien réel, alors que la force centrifuge est un
concept inventé de toute piece afin d’appliquer la deuxieéme loi de Newton dans des circonstances
illicites (un référentiel non inertiel).

Figure 10.1. La force de Coriolis s’exercant sur un objet qui se dirige vers le nord est dirigée vers l'est
dans ’hémisphere nord et vers 'ouest dans ’hémisphere sud.
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Force de Coriolis
Le premier terme de (10.16) est appelé force de Coriolis:

Fo, = 2mwAv, (10.21)
et ne dépend que de la vitesse mesurée dans le référentiel tournant.

La Terre constitue un exemple particulierement intéressant de référentiel tournant ou la force de
Coriolis se révele entre autres dans les systémes climatiques. A un endroit donné sur la Terre,
la vitesse angulaire se décompose en composantes horizontale et verticale : w = w, + w;, ou
|w,| = wsin A (A est la latitude). La force de Coriolis se décompose de maniére similaire :

Fo,. = —2mw, A v, —2mw, AV, (10.22)

Si v, est parallele a la surface de la Terre, le deuxieme terme est forcément vertical et n’apporte
qu’une faible contribution & la gravité apparente a cet endroit. Le premier terme est cependant
parallele a la surface et a un effet important sur le déplacement des masses d’air : voir a cet effet
la section suivante.

Quant & la force centrifuge associée a la rotation de la Terre, on ne peut la distinguer localement de
la force de gravité réelle exercée par la Terre, conformément au principe d’équivalence. Le calcul de
la contribution de la force centrifuge a la gravité ressentie a la surface d’une planete sphérique est
I’objet de I'exercice 10.6. On désigne par champ de pesanteur la somme du champ gravitationnel
réel g et et de —a, (la force centrifuge divisée par la masse) :

gpes. =8 (1023)

C’est dans la direction de g, que pointe un fil & plomb. La contribution de la force centrifuge
au champ de pesanteur est la plus grande a 1’équateur, mais ne vaut qu’environ 0,3% du champ
gravitationnel.

10.4 Force de Coriolis et systemes climatiques

C’est en météorologie qu’on trouve les applications les plus importantes de la force de Coriolis.
Expliquons premierement comment cette effet explique la direction des vents dominants. La fig-
ure 10.2 illustre une coupe de ’atmosphere terrestre, ainsi que la direction dominante des masses
d’air. La différence de température entre la surface de la Terre et la haute atmosphere cause un
mouvement de convection de l'air qui s’organise en six cellules de convection appelées cellules de
Hadley. Les masses d’air de la basse atmosphere ont donc un mouvement naturel dirigé vers le nord,
a nos latitudes (45°). Cependant, la force de Coriolis dévie ce mouvement vers l’est, produisant
un vent d’ouest (c’est-a-dire en provenance de l'ouest) : ce sont les vents dominants tempérés de
l'ouest. Sous les tropiques, les vents dominants (les alizés) sont de l'est, comme pres des poles.
Remarquez que la direction des vents dominants est la méme dans les deux hémispheres, car les
directions des courant de convection dans les deux hémispheres sont opposées. Ainsi, au XVIlle
siecle, les navires effectuant le commerce triangulaire entre la France, les Antilles et le Canada
pouvaient profiter des alizés pour traverser I’ Atlantique vers les Antilles et des vents tempérés de
I'ouest pour passer de la Nouvelle-France vers la Métropole.

La force de Coriolis explique aussi la formation des cyclones et des anticyclones. Lorsque lair afflue
vers un centre de basse pression, sa vitesse initiale, dirigée vers le centre, est modifiée par la force
de Coriolis de sorte que le flot de l'air forme un tourbillon antihoraire (dans I'hémispheére nord).
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Figure 10.3. Formation des cyclones expliquée par la force de Coriolis.

Voir la figure 10.3a. Dans ’hémisphere sud, le tourbillon est dans I'autre sens. Si la zone de haute
pression est au centre, la direction des tourbillons est inversée.

Voyons comment on peut relier la vitesse v de l'air a la distance r le séparant de ’oeil du cyclone.
Considérons a cet effet la figure 10.3b, plus précisément un élément d’air de forme cubique, ayant
une épaisseur Ar dans la direction radiale, et une surface A dans la direction perpendiculaire. La
pression P(r) est une fonction de la distance & 'oeil du cyclone. La force exercée sur 1’élément d’air
par le gradient de pression est la différence entre la force exercée sur la face interne de 1’élément,
égale a P(r)A, et la force exercée sur la face externe, égale a P(r + Ar)A. La force nette sur
I’élément d’air causée par le gradient de pression est donc
dpP dpP

P(r)A—P(r+Ar)A = fEAAT = 75‘/ (10.24)
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ou V = AAr est le volume de I'élément d’air. Il s’agit ici d’une force dans la direction radiale,
positive si dirigée vers l'extérieur et négative dans le cas contraire. Dans le cas d’'un cyclone, la
zone de basse pression est au centre et dP/dr > 0, de sorte que la force est dirigée vers le centre.
Dans le cas d’un anticyclone, dP/dr < 0 est la force est dirigée vers l'extérieur. A cette force on
doit ajouter la force de Coriolis, qui vaut 2mQusin A (A est la latitude), dirigée vers lextérieur
dans le cas d'un cyclone, et vers 'intérieur dans le cas d’un anticyclone. Afin de représenter ces
deux situations en méme temps, définissons un symbole 1 qui vaut +1 dans le cas d’un cyclone et
—1 dans le cas d’un anticyclone. La deuxieme loi de Newton s’écrit donc

dP v?

e pV " (10.25)
oll p est la densité de l'air, pV est la masse de ’élément d’air considéré et ol le membre de droite
de I’équation est la masse fois ’accélération centripete. Le volume V' se simplifie de cette équation :

2npVQusin A — V

1dP v?
2nQusin A — —— = —— (10.26)
p dr r
1l s’agit ici d’une équation quadratique pour la vitesse v, qu’on peut exprimer en fonction du rayon
r et du gradient de pression dP/dr :

U——nQrsin)\{l—\/I—i—dP/dr} (10.27)

O2rpsin® A

On vérifie que v est positif dans les deux cas 7 = 1 et n = —1 (le signe de la racine carrée a été
choisi en conséquence).

Cette formule se simplifie dans le cas ol le gradient de pression est petit devant Q%rpsin® . Dans
ce cas, le développement du bindme peut étre appliqué a la racine carré et on trouve

dP/dr dP/dr
1+ ———~1+ ——— 10.28
\/ * 02rpsin® A * 202rpsin® A ( )

et dans ce cas
dP

B
~ 2Qpsin A

v (10.29)
Par exemple, un gradient de pression de 3 millibar par 100 km, a une latitude de 45°, produit une
vitesse de 22 m/s.

Remarquons que si dP/dr > 0 (donc = 1), une solution existe toujours, méme pour de tres forts
gradients de pression. Par contre, si dP/dr < 0 (donc n = —1), le gradient ne peut pas excéder
une certaine valeur, sinon la racine carrée de la solution (10.27) devient imaginaire : pour que v
soit réel, il faut que

’dP’ Q*rpsin® A (10.30)

dr

Ceci signifie qu'un anticyclone est limité dans son intensité : la force de Coriolis dans ce cas est
dirigée vers le centre, contre le gradient de pression, et sert a stabiliser la structure. Mais elle ne
peut pas 'emporter sur la gradient de pression si celui-ci est trop grand ou si le rayon r est trop
petit. Par contre, les cyclones peuvent étre beaucoup plus intenses.
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10.5 Marées

Les marées sont causées par 'inhomogénéité du champ gravitationnel lunaire ou solaire sur
I’étendue de la Terre. Comme on doit étudier ce phénomene dans le référentiel terrestre et que
l'accélération de ce dernier y joue un role, nous étudions ce phénomene dans cette section.

Pour simplifier, ne tenons compte que de 'effet du Soleil pour commencer. Soit n le vecteur unité
dirigé du centre du Soleil vers le centre de la Terre et  le vecteur unité dirigé du centre du Soleil
vers un point d’observation sur la Terre. Si 7, est la distance Terre-Soleil (centre a centre), alors le
champ gravitationnel solaire au centre de la Terre est

g = —GM, (10.31)

s

Le champ gravitationnel solaire en un point quelconque de la Terre, situé a une distance r du Soleil,
est

P

r
g=—-GM,— (10.32)

r
s
e
L B
P

) a 1 b
o __ |
c -~

d

référentiel solaire référentiel terrestre

Figure 10.4. Le champ de pesanteur du Soleil sur la Terre, dans le référentiel du systéme solaire (&
gauche) et dans le référentiel terrestre (a droite).

Le référentiel terrestre (sans tenir compte, pour le moment, de la rotation de la Terre sur elle-
méme) est un référentiel accéléré dans lequel a;, = g;. Le champ de pesanteur solaire g, est alors
g — 8-

r n

Bpes. = ~G M, < > (10.33)

2 2
T T‘s

Référons-nous a la figure 10.4. Au point (a), ¥ = n et alors

1 1
gl()ié =GM, <7,2 - 7“2> n

1 1
=GM_ |- - —— .
o (- 5y 1034
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Puisque R, /7, est petit, on peut utiliser un développement de Taylor au premier ordre :

1 2R
—_ 1 @ 10.35
(1 - R@/Ts)2 - Ts ( )
on obtient donc, & cet ordre de précision,
A 2GM_ R 2R,
gl = ————n=g,—~ (10.36)
TS TS
Au point (c), r =r, + R, et, comme en (a), & = n. Il s’ensuit que
. 2GM_ R 2R
g =5 =g — (10.37)
S S

Au point (b), 7 et , sont identiques au premier ordre en R, /r,. Cependant, les vecteurs ¥ et n ne
sont pas paralleles. On a plutot

Ry

F=ncosp+ @siny ~n+ p@ o~ —= (10.38)
TS
Donc R R
g = —leol -2 gt = gl —“ (10.39)
Remarques :
1. En substituant les données relatives au Soleil, on trouve
2R .
9 =598x10"m/s* =2 =855x10" g9 =511 x10 "m/s’ (10.40)
TS
Le méme calcul pour la Lune donne
2R
9o = 3,32 x 10~°m /s> £ =332x107% g9 =1,10 x 10 °m/s’ (10.41)
Ty

Donc, méme si le champ gravitationnel de la Lune est beaucoup plus faible sur la Terre que
celui du Soleil, la Lune étant plus rapprochée, la variation de ce champ est plus prononcée d’un
coté a I'autre de la Terre et la force de marée de la Lune est environ deux fois plus grande que
celle du Soleil.

2. La force de marée produit en quelque sorte un ‘bourrelet’ des océans. La rotation de la Terre
sur elle-méme cause une variation du niveau de la mer a un endroit donné qui monte et descend
deux fois par jour. Ce bourrelet des océans n’est pas orienté vers la Lune ou le Soleil, mais a
peu pres en quadrature (c’est-a-dire & angle droit) avec la Lune.

3. Les marées sont un phénomene dynamique. C’est en raison de la rotation de la Terre et de la
révolution de la Lune qu’elles existent, car autrement une si petite force (~ 1077g) n’aurait
aucun effet visible : la forme de la Terre s’y serait lentement adaptée.

4. Les marées sont plus intenses quand le Soleil et la Lune sont alignés. Cette conjonction de la
Lune et du Soleil porte le nom de syzygie et donne lieu aux marées de ‘vive eau’ ou ‘grosses
mers’. Lorsque ces deux astres sont en quadrature et travaillent 'un contre 'autre les marées
sont de moindre amplitude (marées de ‘morte eau’ ou ‘petites mers’). D’autre part, les marées
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d’hiver sont plus importantes que les marées d’été car le Soleil est plus proche de la Terre en
hiver qu’en été (I'orbite terrestre étant elliptique).

10.6 Pendule de Foucault

Considérons maintenant un pendule harmonique de tres faible amplitude, sur la Terre, et étudions
I’effet de la force de Coriolis sur un tel pendule. On suppose bien siir que 1'oscillation du pendule
est approximativement confinée a un plan, mais nous allons voir que ce plan est en rotation en
raison de la rotation méme de la Terre et qu’il s’agit d’une preuve directe de la rotation de la Terre
sur elle-méme.

Utilisons un systéeme de coordonnées cylindriques ou I'axe z est vertical. Si le pendule se trouve a
une latitude A, alors le vecteur de vitesse angulaire de la Terre est

Q =Q(cos\ X +sin A 2)

=Q(pcosp — @sinp)cos A + sin A Z] (1042)
(on suppose que 'axe z est dirigé vers le nord). La position du pendule est
r = pp+ 22 (10.43)
et sa vitesse est
V=v,p+0,p+v,2 (10.44)
La force de Coriolis est alors
Fo,, = 2mQAv
= —2mfd(cos Acosp p — cos Asinp @ +sin A 2) A (v,p +v,@ +v,2) (10.45)

= —2mQ(v,, cos A cos ¢ + v, cos Asin )2 + 2mf(v, cos Asinp + v, sin \) p
—2m§ (v, sin A — v, cos A cos p)P

La force totale sur le pendule est la somme de la force de tension du cable, de la force gravitationnelle
et de la force de Coriolis :
ma=T —mgz+ Fc,, (10.46)

Nous ne résoudrons pas cette équation completement, mais seulement sa composante en ¢. Comme
la tension et la force gravitationnelle n’ont pas de composante en ¢, tout se simplifie :

PP+ 2pp = —2Q(v,sin A — v, cos A cos ) (10.47)

Puisque, par hypothese, I'amplitude de l'oscillation du pendule est petite, on peut négliger v, en
tout temps. Comme v, = p, on écrit donc

PP+ 2pp = —2Qsin A p (10.48)

La solution de cette équation peut étre compliquée en général, car elle celle-ci est couplée aux
autres composantes de ’équation du mouvement par la présence de p et p. Cependant, il existe
une solution particuliere simple, obtenue en supposant que ¢ est une constante, ce qui signifie que
le plan d’oscillation du pendule tourne a une vitesse constante. Dans ce cas, ¢ = 0 et le facteur p
se simplifie. Il reste

P =—0sin A (10.49)
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En intégrant sur une période T, de précession, on trouve

2 T
P Qsin A sin A

(10.50)

ou Tj, = 24h est la période de rotation de la Terre. Remarques :

1. Le signe de la relation (10.49) nous renseigne sur la direction de la précession. Dans ’hémisphere
nord (A > 0), ¢ est négatif et donc le plan du pendule précesse dans le sens horaire, alors que
c’est le contraire dans 'hémisphere sud.

2. A DPéquateur (A =0) il n’y a aucune précession. Au pole nord (A = 7/2), la période de précession
est 27 /€2, soit la période de rotation de la Terre, comme il va de soi. A la latitude de Sherbrooke
(~ 7/4), la période de rotation est d’environ 333 heures.

3. La précession du pendule a été démontrée publiquement par FOUCAULT en 1851 et constitue
une preuve que c’est la Terre qui est en rotation sur elle-méme et non la votte céleste!

On peut se demander, avec raison, si la formule (10.50) est spécifique a 'hypothese que ¢ est constant, ou si
elle est plus générale. Pour s’en assurer, on peut introduire une nouvelle coordonnée angulaire a qui tourne a
la vitesse de précession présumée du pendule, c’est-a-dire qu’on définit

p=—-Qsin\t+a = ¢=-0OsinA+a (10.51)
En substituant dans I’équation (10.48), on trouve simplement
pi+2pa =10, (10.52)

En multipliant par le facteur intégrant p, on trouve une dérivée totale :

d
0 = p?a + 2ppiv = &(p2d) (10.53)

et on conclut que p?a est constant. Cette quantité (multipliée par m) est en fait la composante en z du moment
cinétique du pendule, mais évaluée dans un repere tourant a la vitesse de précession. Le fait que cette quantité
soit constante dans le temps signifie que le pendule, en fonction de la coordonnée a, se comporte exactement
comme un pendule ordinaire en fonction de la coordonnée ¢, mais dans un référentiel inertiel. Dans ce cas,
le mouvement du pendule ne montre aucune précession, mais une orbite elliptique dont I'orientation est fixe
(avec le point d’équilibre au centre de Dellipse et non a l'un des foyers). On en conclut que, méme en ne
supposant pas que ¢ est constant, la précession du pendule s’accomplit & la vitesse —{2sin \.

10.7 * Mouvement libre d'un rigide : équations d'Euler

Nous avons affirmé a la section 9.9 que le mouvement d’un objet rigide sur lequel ne s’applique
aucun couple est plus facile a étudier dans un systeme d’axes liés a 'objet, en particulier si ces
axes sont des axes principaux de I'objet. Un tel systeme d’axes constitue un référentiel tournant.
La relation (10.11) nous permet maintenant d’étudier plus en profondeur le mouvement d’un tel
objet.

Si aucun couple ne s’applique sur 1'objet, son moment cinétique (évalué au centre de masse) est
constant. Cependant, les composantes du moment cinétique par rapport au systeme d’axes fixes a
I’objet ne sont pas constantes. Désignons par &, &, et &, les trois vecteurs unitaires dirigés le long
des axes principaux, fixes par rapport a I'objet. Plagons-nous dans ce systéme d’axes tournants;
la vitesse angulaire du référentiel est w, soit la vitesse angulaire de 'objet. Dans ce référentiel,
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les composantes du moment cinétique ne sont pas constantes; leurs dérivées par rapport au temps
sont obtenues par la relation (10.11):

dJ dJ
— | == AT =0 10.54
<dt>z <dt>7’+w ( )
Comme J = Zw, ou 7 est la matrice d’inertie, cette équation peut s’écrire
Tw+wA (Zw) =0 (10.55)

Dans le systeme des axes principaux, la matrice Z est diagonale et
J == Ilwlél + .[2(4)2@2 + I3C()3é3 (1056)
L’équation matricielle ci-haut équivaut au systeme d’équations suivant, appelé équations d’Euler :
Loy + (Iy — L) wywy = 0
Iyws + (I, — I))wywy =0

Figure 10.5. Orientation relative des vecteurs J et w dans le probleme de la nutation d’un objet libre.

Supposons maintenant que 1’objet possede un axe de symétrie — disons 'axe 3 — et donc que
I, =1, =1, et ce systeme d’équations se réduit a

dil + ’7&)2(03 = 0 I I

Wy — Ywsw; =0 on  y=-2-—L (10.58)
: I,

W3 - O

Donc, dans ce cas, wy est constant. D’autre part, en différentiant la premiere équation et en sub-
stituant dans la deuxieme, on trouve

&y + (ywsy)w; =0 (10.59)
La solution de cette équation nous est bien connue :

wy(t) = Acos(T't + ¢) I' = yw, (10.60)
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ou A et ¢ sont des constantes déterminées par les conditions initiales. De méme, w, oscille avec la
méme fréquence et s’obtient directement de la premiere des équations (10.58) :

wo(t) = —Asin(T't + ¢) (10.61)

Le vecteur w, = w,&,+w,&, tourne donc dans le temps dans ce référentiel, a une fréquence I' = yw;.
Sa grandeur w est fixe dans le référentiel 1lié a 'objet, et donc dans le référentiel inertiel également
(la grandeur d’un vecteur ne change pas d’'un référentiel inertiel & un référentiel en rotation). Ce
mouvement de rotation est appelé nutation.

Considérons maintenant la figure 10.5. Le vecteur J est fixe dans I’espace. Nous venons de voir
aussi que le vecteur w tourne autour de 'axe &;; la fréquence de cette rotation, vue du référentiel
lié a I'objet, est I'. Comme ws est constant dans le temps, I;w; = J; l'est aussi : la composante
de J le long de ’axe &, est constante dans le temps et donc 'angle o entre &, et J est constant.
Enfin, la projection de w sur J est elle-aussi constante dans le temps, car ’énergie cinétique de
rotation, qui est constante, est %J - w; les grandeurs de J et de w étant constantes, I’angle entre J
et w 'est donc aussi. Donc les trois vecteurs &;, w et J sont rigides les uns par rapport aux autres.
Appelons S; le référentiel dans lequel ces trois vecteurs sont fixes. Ce référentiel, donc 'axe &; et
le vecteur w, tourne autour de J a une fréquence 2, la véritable fréquence de nutation observée,
qui n’est pas identique a I', comme nous allons le voir.

Le référentiel S; est en rotation par rapport aux axes fixes a I'objet. La vitesse angulaire de cette
rotation est précisément I'€; : c’est la vitesse angulaire de w par rapport aux axes fixes, tel que
démontré par les équations d’Euler. Or, la rotation de S; par rapport a l’espace — de vitesse
angulaire {2z — est la composition de la rotation de S; par rapport a ’objet — de vitesse angulaire
I'é; — et de la rotation de 'objet par rapport a I'espace — de vitesse angulaire w. Autrement dit,
la rotation de S; par rapport a l’espace d’obtient en ajoutant deux mouvements de rotation — et
donc deux vitesses angulaires, comme suit :

0z = I'é; + w (10.62)

En projetant cette relation sur le vecteur &;, on trouve

I
Qcosa =T +w; = 2w, (10.63)
I,
La fréquence de nutation est donc
1
=3 Y (10.64)
I, cosa
Par exemple, dans le cas d’un disque plat de rayon a, on montre que I, = ima2 et on sait que
I; = %maZ. Si la nutation est de petite amplitude (« petit), alors cosa =~ 1 et la fréquence de

nutation observée est environ deux fois la vitesse angulaire de rotation wy de I'objet. Si une fleche,
dessinée sur le disque, en indiquait ’orientation, alors deux périodes de nutation se produiraient
dans le temps que la fleche fait une rotation complete.

Il est tentant d’appliquer ce calcul a la rotation de la Terre. La Terre étant légerement aplatie mais symétrique
par rapport a son axe, on a I1 = Iy < I3. On évalue le rapport v a

-1
7=~ ~0,00327 (10.65)
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En théorie, la période I de nutation de la Terre (par rapport aux axes fixes a la Terre) devrait étre de
306 jours. Cependant, la réalité est plus compliquée, car la Terre n’est pas un objet parfaitement rigide! Un
mouvement de nutation de faible amplitude (environ 15 m d’amplitude au pole nord) est observé, mais il
n’est pas régulier, c’est-a-dire qu’il est la superposition de différents mouvement de fréquences différentes. Il
comporte une composante annuelle attribuée aux saisons (reliée au mouvement des masses d’air, etc.) et une
autre composante importante d’une période de 420 jours, qui correspond plus a la nutation prédite. Cette
période plus longue que prévue (420 jours au lieu de 306) peut étre attribuée a 1’élasticité interne de la Terre.

10.8 * La toupie symétrique : angles d'Euler

Dans cette section nous allons étudier plus en détail le mouvement de précession et de nutation
d’une toupie ou d'un gyroscope dont un point est fixe. Nous ne supposerons pas nécessairement
que la toupie est rapide ou que la précession est uniforme, contrairement a ce qui a été fait a la
section 9.8. Pour ce faire, il est toutefois utile d’utiliser des axes fixes a ’objet, donc un référentiel
tournant.

Figure 10.6. Définition des angles d’Euler. Le plan perpendiculaire a I’axe de la toupie coupe le plan
2y le long de la ligne des noeuds (axe &), et cette ligne fait un angle ¢ avec Paxe des x. L’axe de la
toupie (&3) est incliné d’un angle 6 par rapport a la verticale (I’axe des z). Cette rotation d’un angle
0 est effectué autour d’'un axe €;. Ensuite, la toupie effectue une rotation d’angle ¢ par rapport a son
axe.

Angles d’Euler

Commencons par introduire les angles d’Euler, qui permettent de spécifier de maniere simple la
configuration de rotation d’'un objet rigide. Considérons la figure 10.6. Les trois angles d’Euler
0, ¢, y sont définis et spécifient & un instant donné la configuration (ou 'orientation) de la toupie
de maniére unique (il y a cependant ambiguité lorsque § = 0 exactement). Lors du mouvement
de rotation de 'objet, chacun de ces angles varie, et la vitesse angulaire instantanée de la toupie
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est la somme des vitesses angulaires associées a chacun de ces angles, c’est-a-dire a chacune des
rotations élémentaires qui constituent la rotation globale de 1'objet :

w = Pz + 08, + )&, (10.66)

Il est bon de méditer un moment sur cette équation. La nature vectorielle de la vitesse angu-
laire permet justement de combiner plusieurs mouvement de rotation en un seul, simplement en
additionnant (vectoriellement) les vitesses angulaires. L’axe €, est lié a l'objet : c’est son axe de
symétrie. Cependant, I’axe €; ne I'est pas : il est simplement défini par la ligne des noeuds. Enfin,
on peut définir un axe &, = &; A €;. Ces axes sont mobiles, méme s’ils ne sont pas entierement liés
a l'objet. Lors d'un mouvement de précession uniforme, par exemple, les trois axes €, , 5 précessent

autour de 'axe Z, de sorte que 8 et ¢ sont constants dans le temps. L’axe Z peut étre exprimé en
fonction de &, et €; comme

Z = sin 0é, + cos 0é, (10.67)
et donc la vitesse angulaire de rotation de 'objet s’exprime comme
w = 08, + ¢sin &, + (Y + dcosh)é, (10.68)
En particulier, la vitesse angulaire de ’objet par rapport a son axe, son “spin”, est donnée par
Wy = 1) + ¢cos (10.69)

Notons que cette vitesse angulaire de spin n’est pas simplement 1, car le mouvement de précession

(¢) y contribue aussi. Notons aussi que la vitesse angulaire de 'objet (w) ne coincide pas avec
la vitesse angulaire €2 du référentiel tournant utilisé, car le systeme d’axes €,,3 ne tourne pas
par rapport a ’axe de la toupie, c’est-a-dire que la rotation d’un angle v n’affecte pas ce systeme
d’axes. Donc

Q= w —Pé; = 08, + ¢sin 08, + ¢ cos B8, (10.70)

Si I est le moment d’inertie de ’'objet par rapport & son axe de symétrie, et I’ son moment d’inertie
par rapport a un axe perpendiculaire, alors le moment cinétique de la toupie est

J =108, + I'¢sin 08, + I (1) + ¢ cos0)&, (10.71)

La dérivée du moment cinétique dans référentiel inertiel (non tournant) est égale au couple, mais
c’est la dérivée dans le référentiel tournant qui nous intéresse ici :

dJ dJ
) === [9) =N 10.72
<dt)7', <dt>r+ h (07)

Si on développe cette équation en utilisant les expressions (10.68) et (10.71), on trouve le systeme
suivant de trois équations différentielles couplées :

N, =1'(6 — ¢*sinf cos 0) + Ipsin (1) + ¢ cos b))
N, = —I'(¢ + 206 cos 0) + I6(¢) + ¢ cos 6) (10.73)

N, = I%(@Z}+¢50089)
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Dans le cas d’'une toupie pesante, le couple est entierement dirigé le long de l'axe &;, et vaut
mghsin@ (h est la distance entre le pivot de la toupie de son centre de masse). Les équations du
mouvement de la toupie symétrique sont alors

mghsing = I'(§ — ¢* sin O cos 0) + I$sin (1) + ¢ cos 6)
0= —TI"(¢+ 20 cos ) + I0(1) + ¢ cos 0) (10.74)

d . .
O:I&(w+¢cosc9)

La derniere équation signifie que w; = 1 + ¢ cosf est une constante, c’est-a-dire que la vitesse
angulaire de la toupie par rapport & son axe est constante. On peut donc récrire les deux premieres
équations comme

mahsing = I'(6 — ¢ sin 0 cos ) + ITw.dsin §
{ g ( ¢ ) 3¢ (10'75)

0=—I"(¢ + 20p cos 0) + Iw,b

et le systeme est alors réduit & deux variables (0 et ¢) qui décrivent l'orientation de l’axe de la
toupie en fonction du temps.

Précession uniforme

Sans résoudre les équations (10.75) de maniere exacte et complete, ce qui est d’ailleurs impossible,
tournons-nous vers quelques cas particuliers. Tout d’abord, supposons que nous avons un mouve-
ment de précession uniforme, sans nutation, de sorte que 6 est constant. Dans ce cas, les équations
se simplifient :

maghsing = ¢sinO(—1I'¢ cos O + Iw.
g ¢ i} (=I'¢ ) (10.76)
0=—1I'¢

On en conclut que ¢ est une constante (la fréquence de précession) déterminée par la solution d’une
équation quadratique :

—I' cos 0% + Twyp — mgh = 0 (0 #0) (10.77)

. Tw, 4I'mgh cos 6
=— {1 —4/1— ———— 10.78
¢ 21" cos 0 { \/ I2w§ ( )

Le signe négatif de la racine a été choisi, de sorte que dans la limite de la toupie rapide (I*w? >
4I'mgh cos @), on obtient le résultat connu (éq. (9.71)). Ceci se démontre par un développement
du binéme de la racine carrée :

. A 2I'mgh cos 0
g Tw,y {1 B (1 _ =i mghcos )} _ mgh (10.79)

~ 2Tcosd I’w? Tw,

dont la solution est

La solution (10.78) a le mérite de s’appliquer aussi au cas d’une toupie moins rapide, & condition
bien-str que le discriminant soit positif :

I*w? > 4I'mgh cos 0 (10.80)

Si cette condition est violée, le mouvement de précession uniforme est impossible (la toupie de
tourne pas assez vite sur elle-méme).
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Nutation

Supposons maintenant que la précession soit presque uniforme, c’est-a-dire que les angles 6 et ¢
soient presque ceux qu’on obtient lors de la précession uniforme. Nous allons étudier les petites
déviations a la précession uniforme, dans le but de voir si elles conduisent & un mouvement stable
et, dans l'affirmative, de calculer la fréquence des oscillations autour de ce mouvement stable. On
procede donc au remplacement suivant dans les équations (10.75) :

0 — 04060 b — ¢+ (10.81)

et on procede & un développement de ces équations au premier ordre en 06 ou en d¢. Tous les
termes qui ne contiennent ni §0, ni d¢ sont éliminés de ’équation, car par définition ces termes
décrivent la précession uniforme qui est déja une solution aux équations (10.75). Ceux qui restent
sont les termes du premier ordre en §0 et en d¢, et forment les équations suivantes :

I'60 + 60 ( Twadcos O — I'd? cos 20 — mghcos @) + 8¢ (Tw,sin® — I'dpsin20) = 0
< 3¢ o g ) ¢( 3 ¢ ) (10.82)

— I'sin 066 + 60(Iws — 2I'$cosf) = 0

Ce systeme d’équations différentielles linéaires pour 06 et d¢ peut se résoudre en différentiant la
deuxieme équation et en y substituant la premiere (notons que seules les variations 06 et d¢ sont
dérivées par rapport au temps, les angles 6 et ¢ étant considérés comme constants). On trouve
alors une équation du type

d3e ,df

i =0 10.83
a7 w (10.83)

ol y est la fréquence de l'oscillation, ou de la nutation, autour de la solution de précession uniforme.
Dans le cas d’une toupie rapide, la solution est simple, car on peut alors négliger ¢ devant wy, et
aussi mgh devant Iwy¢ (selon le résultat (10.79)) et on trouve le systeme d’équation simplifé

I'66 + 601wy cos O + dIw,sinf = 0

. . (10.84)
—I'sin06¢ + 601wy =0
En différentiant la deuxieme équation et en y substituant la premiere, on trouve
d3e Twypcos®  IPw? do
bl — =0 10.85
ATE ( AR T ( )
ou encore, en négligeant d) devant ws,
30 IPwldo
—+ ——— = 10.86
TERR R ( )
La solution a cette équation est une oscillation
. Tw,
0(t) = Acos(yt + «) V= (10.87)

Dans ce cas (toupie rapide), la fréquence de nutation v ne dépend pas du couple exercé.
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Toupie dormante
Examinons maintenant le cas particulier d’une toupie qui tourne rapidement a la verticale, et
étudions la stabilité d’un tel mouvement. Posons § = 0 dans les équations (10.82). On trouve alors

I'60 + 60 (Tw.d — I'd® — mgh) =0
' ( j°’¢ oo ) (10.88)
60(Tws —2I'$) =0

La deuxieme équation nous permet d’éliminer ¢ en faveur de w; et la premiere équation devient
alors

.. I’w?  mgh
50 + 66 ( o Ig, ) —0 (10.89)

Cette équation admet une solution oscillante si I’expression entre parentheses, qui multiplie 66, est
positive. Elle est alors le carré de la fréquence de ces oscillations. Si cette expression est négative,
alors la solution a I’équation est de type exponentiel et non sinusoidal et I'axe de la toupie est
instable (00 augmente exponentiellement dans le temps). La condition de stabilité de 'axe est

donc )
I"w;  mgh , Al
e > - ou s > Fmgh (10.90)

Une toupie dans un tel mouvement rapide et stable est qualifiée de “dormante”. Le travail du
frottement finit par réduire la vitesse angulaire ws, et lorsque la condition est violée, la toupie
décroche et tombe en précession rapide avant de s’arréter.

Diagramme énergétique et potentiel effectif

Une maniere alternative d’étudier le mouvement de la toupie symétrique, sans passer par une
résolution des équations (10.75) est d’utiliser la conservation de la composante en z du moment
cinétique. En effet, dans ce probleme, le couple étant dans la direction &, les composantes du
moment cinétique selon les axes perpendiculaires a €, sont conservées. En particulier, nous avons
vu que J; = Jwy est constant. Mais c’est aussi le cas de J,, donné par

J.=J-3
= ¢(I' sin® @ + I cos® 0) + Itpcos (10.91)
= @I' sin® O + Tw, cos f

Le fait que J, soit constant dans le temps nous permet d’éliminer la variable ¢ en faveur d'une

seule variable, soit 6 :

J, — Iws cost
I'sin? 6

b= (10.92)

Ecrivons maintenant Pénergie totale de la toupie (énergie de rotation plus énergie potentielle) et
exprimons-la uniquement en fonction de ¢#. On trouve

E = 110f + 1I'(w] 4+ w3) + mgh cos 6 (10.93)
Les composante w; , de la vitesse angulaire sont données en (10.68) et nous permettent d’exprimer
E en fonction de 6 seulement et des quantités conservées w; et J, :

2
E = 5119'2 + %Iw% + 57 —y > + mgh cos 6 (10.94)

1 (JZ — Jwy cosd
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Nous nous retrouvons avec un probléeme unidimensionnel (& une seule variable #) comportant une
énergie cinétique “de nutation” %I '0? et une énergie potentielle effective

Uy (0) = cst. + —

1 (J,—Iwscosf
2r

2
10.
im0 ) + mgh cos 6 (10.95)

Le caractere (stable ou instable) de I'inclinaison 6 de la toupie peut donc se déduire d’une étude
de ce potentiel effectif en fonction des constantes J, et ws.

Si le potentiel effectif comporte un minimum entre § = 0 et § = 7, alors le mouvement de précession
est stable (on montre que c’est le cas si la toupie est suffisamment rapide). Si I’énergie est minimale,
donc égale A la valeur de ce minimum, alors § = 0 et le mouvement de précession est uniforme, la
fréquence de précession étant déterminée par la relation (10.92). Si I’énergie totale est un peu plus
grande, alors ’angle 6 oscille entre deux valeurs, et ceci correspond au mouvement de nutation.

Remarquons que le potentiel effectif diverge quand # — 0 en raison du dénominateur en sin 6, sauf
si J, = Iw;. Dans ce cas particulier, on trouve plutét que

J21—u
Ut (9) = 5777 T T mahu u = cost (10.96)

Ce potentiel admet un minimum dans le domaine u €] — 1, 1] pour la valeur

u=1-—

z 10.97
vmghl’ ( )

Il faut cependant que u > —1, car u = cos 6. Si la valeur de u tombe en dehors du domaine | —1, 1],
c’est que le minimum du potentiel se trouve a la valeur u = 1, ou = 0. On est alors en présence
d’une toupie dormante. La condition de stabilité d’une toupie dormante est alors u < —1, ou encore

J, >2y/mghl’ = (Iwy)* > 4mghl’ (10.98)

la méme condition que trouvée précédemment.

Probleme 10.1

Vous venez de vous installer debout dans le métro, tenant une pomme dans votre main, et soudainement
le métro démarre et garde une accélération constante ag dans la direction z. Sous le choc, la pomme vous
échappe des mains.

a) Identifiez les deux forces principales agissant sur la pomme (réelles ou fictives) dans le référentiel du wagon
de métro. Exprimez ces forces en fonction des vecteurs unité X, § et Z (on suppose bien siir que 'axe des z
est vertical).

b) En prenant l'origine de votre systéme de coordonnées & vos pieds et en supposant que la pomme se trouve
initialement & une hauteur h au-dessus de celle-ci, donnez une expression pour la position r(t) de la pomme
en fonction du temps.

c) Dans ces circonstances, dans quelle direction devriez-vous lancer un objet pour qu’il vous revienne dessus?
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Probleme 10.2

A Paide d’une balance & ressort de grande précision, un objet est pesé dans une ville située sur I’équateur, a
midi, le 21 septembre (le Soleil est au zénith) et on obtient le poids P;. On reprend la méme mesure 12 heures
plus tard, avec le résultat P». Montrez qu’en principe ces deux mesures ont une différence relative

P —P M (Ro\"
P Mg

(rs est la distance Terre-Soleil). On suppose ici que le 'inhomogénéité du champ gravitationnel solaire est en
cause, et on néglige 'effet de la Lune. Une telle différence est-elle mesurable en pratique?

Probléeme 10.3

Lorsqu’un objet céleste de taille modeste (ex. un astéroide) s’approche de trop pres d’un astre trés massif
(ex. Jupiter), il arrive que les forces de marée réussissent & le briser. Etudions ce phénomene dans un cas
extrémement simple.

Un astéroide est composé de deux objets sphériques identiques de masse m, séparés par une distance d. Cet
ensemble est situé a une distance r > d d’une planete de masse M. Montrez que si la distance r est inférieure
a la distance critique r. donnée par

re = d(M/m)*/?

alors la force de cohésion interne de ’astéroide due a la gravité est plus faible que la force de marée attribuable
a la planete. Dans le cas précis de deux stations spatiales de 20 tonnes chacune séparées de 5 m, comment se
compare r. avec le rayon de la Terre?

Note : si les objets ne sont pas sphériques, la formule ci-haut n’est pas exacte, mais donne néanmoins un ordre
de grandeur correct.

Probléeme 10.4

Les marées, causées principalement par 'inhomogénéité du champ gravitationnel de la Lune, forment un
bourrelet autour de la Terre, dont la position reste fixe par rapport a la Lune, mais qui produit un frottement
entre les océans et la surface de la Terre. Ce frottement agissant toujours dans la méme direction, il a tendance
a ralentir la rotation de la Terre. Parallelement, ce bourrelet modifie tres légerement 'attraction que la Terre
exerce sur la Lune, car il y a un certain retard entre la direction du bourrelet et la force de marée qui le
crée. Par conséquent, l'attraction de la Terre sur la Lune n’est pas exactement centrale, ce qui a pour effet
d’accélérer la rotation de la Lune autour de la Terre.

a) A I'aide, entre autres, d’un dessin, illustrez qualitativement ce qui est énoncé ci-haut et expliquez-le en
plus amples détails.

b) A Taide de la loi de conservation du moment cinétique, démontrez que la distance Terre-Lune doit aug-
menter légerement avec le temps.

c¢) Obtenez la distance Terre-Lune et la durée du jour terrestre qui caractérise 1'état stable du systeéme, quand
Peffet décrit ci-haut ne fonctionne plus.

N.B. On néglige ici leffet du Soleil sur les marées.

Probleme 10.5

Un camion dont la porte arriere est malencontreusement restée grande
ouverte démarre et maintient une accélération constante a. La porte /
arriere se referme en raison de cette accélération. (i) Quelle est la vitesse

angulaire de la porte quand elle est alignée avec le c6té du camion? (ii)

Se refermera-t-elle complétement si le camion continue & accélérer? (iii) ===
Si le camion cesse son accélération a un moment donné, qu’arrive-t-il a
a la porte?
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Probléeme 10.6

Soit gg la grandeur de I'accélération gravitationnelle a la surface de la Terre. En supposant que la Terre est
parfaitement sphérique, cette accélération est la méme partout. Cependant, I’accélération g ressentie vraiment
doit tenir compte des forces fictives dues a la rotation de la Terre sur elle-méme, avec vitesse angulaire €. Si
R est le rayon terrestre et x = RQ? /g0, montrez que 'accélération ressentie a la latitude \ est

g :go\/l — (22 — 2%) cos2 A

Quelle est la différence, en pourcentage, entre les accélérations ressenties au pole nord et a I’'équateur?

Note : en réalité, la forme aplatie de la Terre est la cause d’une variation de g en fonction de A\ comparable
en importance a celle calculée ici.

Probleme 10.7

Un avion de haute performance a décidé de faire un looping original, au cours duquel ses occupants sen-
tiront une accélération de 1 g, tout le long du looping. Rappelons qu'une personne ressent normalement une
accélération de 1 g lorsqu’elle a les deux pieds au sol et une accélération de zéro g lorsqu’elle est en chute
libre. La difficulté pour le pilote est de déterminer une trajectoire telle que la pesanteur apparente (la pesan-
teur naturelle plus celle causée par 1'accélération de 'avion) soit toujours dirigée vers le plancher de I’avion,
méme quand l'avion a la téte en bas. Aidez le pilote en trouvant précisément la trajectoire r(t) nécessaire,
en supposant que le mouvement est restreint au plan zz (z étant la coordonnée verticale). Plusieurs réponses
sont possibles, mais toutes avec une caractéristique commune.

Probleme 10.8

Un pendule rigide est lié a un axe, lui-méme porté par des supports
reposant sur une table tournant & une vitesse angulaire constante (2.
Le pendule est contraint d’osciller dans le plan perpendiculaire a ’axe.
On négligera la masse de la tige et le moment d’inertie de ’axe. Le
point de suspension du pendule est situé sur 'axe de rotation de la
table.

a) Dans le référentiel tournant, la force centrifuge est une force centrale

et on peut y associer une énergie potentielle. Donnez une expression de
Iénergie potentielle totale (gravité + centrifuge) U(yp) de la masse du
pendule, pour une valeur de ¢ quelconque (pas nécessairement petite).

b) Trouvez l'angle d’équilibre stable ¢y du pendule. Quelle est la valeur
minimale ¢ de la vitesse angulaire en-dega de laquelle ¢g = 07

c) Si Q < Qp, montrez que la fréquence des petites oscillations du pendule par rapport & la verticale est

w=4/03—02%

Probléeme 10.9

Considérez le dispositif illustré ci-contre, appelé gyrocompas. Le gy-
rocompas comporte deux axes reposant sur des roulements a bille et
donc le long desquels aucun couple ne peut étre appliqué. Ces axes
sont l'axe x indiqué, ainsi que ’axe de rotation du volant d’inertie,
rotation qui s’effectue & une vitesse angulaire w. Désignons par & un
vecteur unitaire dirigé le long de cet axe de rotation, de sorte que la
vitesse angulaire du volant d’inertie est w = wé. Le gyrocompas repose
en plus sur une plate-forme tournant autour d’un axe vertical a une
vitesse angulaire 2 = QZz. En pratique, un moteur garde la vitesse w
constante, et la plate-forme tournante n’est autre que la Terre en ro-
tation sur elle-méme.

Le but du probléme est de montrer que 1’axe & finit par étre parallele
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a Z et que cette position est stable, de sorte que le gyrocompas peut
étre utilisé comme instrument de navigation indiquant le nord.

a) Soit I le moment d’inertie du gyrocompas par rapport & I’axe & et I’ son moment d’inertie par rapport

a 'axe x (cet axe est fixe dans le référentiel tournant). Sachant que la composante en x du couple doit étre
nulle, montrez que ceci implique la relation

Jr—QJy =0
Indice : la relation (10.11) des notes est certainement utile.
b) Par construction, l'axe & est situé dans le plan yz. Soit 6 langle que fait cet axe avec Z, considéré positif
¢’il incline vers 'axe y, négatif dans le cas contraire. Montrez que 1’équation ci-haut est équivalente a

I'0 + IQwsin® =0

Faites bien attention aux signes!

c) Montrez que l'axe &, en conséquence de cette équation, se trouve & osciller autour de I'axe z. Donnez la
fréquence a de cette oscillation dans ’approximation ou  est petit.

d) Que se passe-t-il selon vous si le roulement & bille de axe des x est sujet & un léger frottement?

Probleme 10.10

Une riviere de largeur D coule vers le nord a une vitesse v, a une latitude .

a) Montrez que leffet de la force de Coriolis dans ce cas est que le niveau de la rive droite est plus élevé que
celui de la rive gauche, d’une quantité Ah donnée par
_ 2DQusin A

g

Ah

ou 2 est la fréquence angulaire de la rotation de la Terre sur elle-méme. Vous devez supposer que la grandeur
de 'accélération de Coriolis est petite en comparaison de g.

b) Que donne numériquement le résultat de (a) pour une riviere de 1 km de large s’écoulant a 5 km/h a la
latitude de Sherbrooke (45°)7

Probleme 10.11

Supposez qu’on se trouve a l’équateur et qu’on tire une balle de fusil exactement a la verticale. Négligeons la
résistance de Dair.

a) Dans quelle direction pointe la force de Coriolis lors de I’ascension de la balle? Lors de sa descente?

b) Adoptons un systéme de coordonnées tel que Z pointe a la verticale et X vers l'est. Montrez que la
composante en x de la vitesse obéit a I’équation suivante :

Uy = —2Q0,

ou () est la vitesse angulaire de la rotation de la Terre sur elle-méme.

¢) Montrez que la balle ne retombera pas exactement & son point de départ, mais un peu plus a ouest, & une

distance
49118

_ 347

ou g est la vitesse initiale de la balle et g est 'accélération gravitationnelle & la surface de la Terre. Estimez
cette distance numériquement si vy ~ 500 m/s.
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Probléeme 10.12

Le but de cet exercice est d’estimer ’effet de la force de Coriolis sur la précision d’un tir. Le tir de projectiles
sur de grandes distances doit étre calculé en tenant compte de plusieurs facteurs, dont la résistance de 'air
et la force de Coriolis. Pour simplifier les choses, nous négligerons ici la résistance de 'air. Un projectile est
tiré vers le nord, a un latitude \ et I’angle de tir est 6. Adoptons un systeme de coordonnées cartésiennes :
Z est vertical (par rapport & la surface de la Terre), § pointe vers le nord et X vers l'est. Sans rotation de
la Terre, le point de chute du projectile devrait étre & la méme longitude que le point de tir. La force de
Coriolis cause une déviation Az du point de chute. Obtenez une expression pour cette déviation Az exprimée
seulement en fonction de la portée p du tir, de g, A, 8 et © (la fréquence de rotation de la Terre sur elle-méme).
Indice : comme la force de Coriolis est petite en comparaison de la force de gravité, obtenez premiérement la
trajectoire (dans le plan yz) sans tenir compte de la force de Coriolis et utilisez le résultat pour calculer le
mouvement en x du projectile a ’aide de la force de Coriolis. Que vaut Az pour un tir d’une portée de 10 km
a un angle de 6 = 45° et une latitude \ = 45°7

Probléme 10.13

Vous étes dans un référentiel tournant, par exemple sur un manege, dans un parc. Vous observez un lampadaire
(fixe par rapport au parc). De votre point de vue, quel genre de trajectoire décrit ce lampadaire et quelles
sont les forces (fictives) qui le contraignent a suivre une telle trajectoire? Guidez-vous a l’aide d’un dessin.



11 Relativité restreinte

11.1 Principe de relativité

Le principe de relativité stipule que les lois de la physique sont les mémes dans tous les référentiels
inertiels, c’est-a-dire que la description des phénomenes physiques se fait de la méme facon dans tous
les référentiels inertiels. Autrement dit, il n’y a pas de référentiel particulier qu’on puisse qualifier
d’absolu. Ce principe est avant tout un fait d’expérience et non pas un préjugé philosophique.
Concretement, il signifie qu’un observateur placé dans une ‘boite noire’ au milieu de I'espace — un
vaisseau spatial, si vous préférez — ne pourrait mener aucune expérience lui permettant d’affirmer
qu’il se déplace a une vitesse absolue. Par exemple, s’il mesure la période d’un pendule & un certain
instant, que son vaisseau accélere ensuite pendant une courte période pour se retrouver a une vitesse
différente (mais constante), une nouvelle mesure de la période du pendule donnerait exactement le
meéme résultat qu’auparavant.

Transformation de (Galilée

Pour appliquer ce principe et lui donner un contenu pratique, il faut connaitre la transformation
des coordonnées et du temps qui nous permet de passer d’un référentiel inertiel & un autre. A cet
effet, la transformation de Galilée (2.32) a longtemps recu appui de l'expérience et du bon sens.
On appelle relativité galiléenne 1’étude des transformations de Galilée et de leurs conséquences.

Nous avons établi & I'Eq. (2.32) la relation entre les positions et le temps dans deux référentiels
inertiels se déplacant I'un par rapport a 'autre a une vitesse V:

r=r—Vt

11.1
th=t (L)

Insistons sur le fait que cette transformation n’est pas la seule qui soit compatible avec le principe
de relativité. Elle est en fait incorrecte quand V n’est pas tres petit par rapport a la vitesse de la
lumiere. Nous verrons plus loin comment la modifier en conséquence. Pour le moment, contentons-
nous de montrer comment les lois du mouvement de Newton sont invariantes par rapport a la
transformation (11.1).

Nous avons vu en (2.33) comment la vitesse se transforme lors d’une transformation de Galilée
et comment ’accélération est invariante par la méme transformation. La deuxiéme loi de Newton,
F = ma sera aussi invariante par transformation de Galilée si la masse est la méme dans les deux
référentiels (on considére la masse comme une propriété intrinseque de I'objet, indépendante de sa
vitesse) et si F/ = F. Pour que cette derniére condition soit réalisée, il faut que la force exercée
sur un objet ne dépende pas de la vitesse de cet objet par rapport au référentiel, mais uniquement
par rapport aux autres objets en interaction avec lui. En général, si on considére un systeme de N
particules a des positions r; et ayant des vitesses v;, on doit supposer que la force totale F; exercée
sur la ¢ particule ne dépend que des positions relatives r; —r; et des vitesses relatives v, — v; (ceci
est vrai pour toutes les forces connues). En effet, ces quantités sont invariantes par transformation

de Galilée :
’ (11.2)

=V, =V,

Pour des lois de force respectant ces conditions, les lois du mouvement de Newton sont donc
invariantes par transformation de Galilée.
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Il faut cependant noter que l'invariance galiléenne est en apparence violée si une particule se
déplace, par exemple, dans un champ magnétique B et qu’on omet de transformer le champ en B/,
le champ magnétique dans le référentiel S’. De méme, un objet en mouvement dans un milieu et
qui subit une force dépendant de sa vitesse dans le milieu n’obéira pas (en apparence) au principe
de Galilée si on omet d’effectuer également la transformation de Galilée sur le milieu.

11.2 Invariance de la vitesse de la lumiere

Le fait capital qui rend invalide la relativité galiléenne est que la vitesse de la lumiére est la
méme dans tous les référentiels inertiels. C’est un fait expérimental, démontré en premier par
I’expérience de Michelson et Morley et ses rééditions, ainsi que par les nombreuses applications
quotidiennes de la théorie de la relativité restreinte, en particulier dans les accélérateurs de par-
ticules. C’est aussi une nécéssité théorique si on accepte le principe de relativité et les lois de
I’électromagnétisme de Maxwell. C’est d’ailleurs cette nécessité théorique qui motiva les travaux
d’Einstein, bien plus que ’expérience de Michelson et Morley. Sans aller dans les détails, qui relevent
d’un cours d’électromagnétisme plus que d’un cours de mécanique, mentionnons que les lois de
Maxwell réussissent a intégrer dans un tout cohérent les phénomenes électriques, magnétiques et
optiques. La lumiére y est interprétée comme une onde de champs électrique et magnétique se
propageant a la vitesse ¢, vitesse déterminée par les constantes électriques et magnétiques. Or, si
on accepte le principe de relativité, les lois de la physique, dont les équations de Maxwell, doivent
étre les mémes dans tous les référentiels et la vitesse de la lumiere doit donc aussi étre la méme
dans tous les référentiels. Logiquement, on doit soit (1) supposer que le principe de relativité est
incorrect et qu'il y a donc un référentiel absolu (celui de I’Ether, milieu hypothétique dans lequel
se propage la lumiére), soit (2) admettre que la transformation de Galilée est incorrecte. C’est ce
dernier choix qu’a fait Einstein et que ’expérience a démontré étre le bon.

Avant de tirer les conséquences de 'invariance de la vitesse de la lumiere, expliquons les différentes
méthodes qui ont permis de la mesurer et de constater son invariance.

La premiere tentative connue de mesurer la vitesse de la lumieére est attribuée & Galilée, qui basa
son estimation sur la vitesse de transmission d’un signal lumineux entre les sommets de deux
collines, telle que pergue par le temps de réaction d’un humain (!). Il va sans dire qu’il en conclut
que la vitesse de la lumieére était tres grande, sinon infinie.

Roemer

On doit la premiere estimation réelle de la vitesse de la lumiere a ’astronome Roemer (1676). Il
observa que la période de révolution de Io (I'un des quatres principaux satellites de Jupiter) n’est
pas constante en apparence : elle augmente quand la Terre s’éloigne de Jupiter et diminue quand
la Terre s’en rapproche. La variation de cette période par rapport a la période moyenne, accumulée
sur six mois, fut mesurée par Roemer qui obtint AT = 22 minutes. Si D est le diametre de ’orbite
terrestre, il conclut que la vitesse de la lumiere est ¢ = D/AT. A Tépoque de Roemer, D n’était
pas connu avec grande précision et Roemer obtint la valeur

¢ = 214 300km/s (Roemer, 1676) (11.3)

Notons que la méme mesure du retard par les méthodes actuelles donne AT = 17 minutes.

Aberration des étoiles
La vitesse finie de la lumiere donne lieu a un autre phénomene astronomique : ’aberration des
étoiles, découverte par I'astronome Bradley (1725). Il s’agit d’un mouvement apparent des étoiles,
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qui décrivent des orbites circulaires (ou elliptiques) d’un diametre apparent de 41” et d’une période
d’un an. Comme ce ‘mouvement’ est commun a toutes les étoiles, il doit évidemment étre attribué
a la rotation de la Terre autour du Soleil et non a un mouvement propre des étoiles. Supposons,
pour simplifier, que I’étoile est au pole nord de ’écliptique, de sorte que la lumiére qui nous en
parvient suit un rayon perpendiculaire au mouvement de la Terre autour du Soleil. Les grains de
lumiere qui nous parviennent du zénith de I’écliptique, dans le référentiel du Soleil, font un angle
« avec le zénith quand on les observe & partir du référentiel terrestre, ou a est déterminé par le
rapport de la vitesse v de la Terre a celle de la lumiere :

tana = - (11.4)

c
Connaissant v, on trouve effectivement une aberration de 41”, avec la valeur moderne de c. Bien
str, si on mesure ’aberration, comme ’a fait Bradley, on peut en déduire une valeur de ¢ si on
connait suffisamment bien la vitesse de la Terre par rapport au Soleil.

Mesures terrestres de c

En 1849, Fizeau effectua une mesure directe de la vitesse de la lumiere a ’aide d’un miroir tourant
et d'une roue dentée hachant un faisceau lumineux parcourant un trajet de 2 x 8633m. Cette
méthode fut couramment utilisée par la suite, entre autres par Foucault et par Michelson. Les
valeurs de quelques mesures modernes de ¢ sont données au tableau 11.1.

Tableau 11.1 Valeurs de ¢ obtenues par diverses expériences ‘directes’.

Auteur Année Méthode ¢ (km/s)
Fizeau 1849 miroir tournant 315 300
Foucault 1862 miroir tournant 298 000 £ 500
Michelson 1927 miroir tournant 299 796 +4
Essen 1950 cavité électromagnétique 299 792,5+ 1
Aslakson SHORAN (radar) 299 794,2 +1,9
1983 Valeur définie 299 792,458

Depuis 1983, la vitesse de la lumiere est une quantité définie, c¢’est-a-dire que la définition du metre
se fait par rapport a celle de la seconde, moyennant un facteur de conversion qui n’est autre que
c. Cet état de fait provient de ce que les méthodes de mesure de ¢ sont devenues plus précises que
les méthodes de mesure directe des distances.

11.3 Expérience de Michelson et Morley

L’expérience de Michelson et Morley (1887)% avait pour but de détecter le mouvement de la
Terre dans I’Ether, ce milieu hypothétique reposant dans un référentiel absolu, dans lequel de-
vait se propager la lumiere. Le résultat négatif de I'expérience démontra l'inexistence de I’Ether.
Expliquons-en le principe.

Considérons la figure 11.1. Un faisceau lumineux est émis du point A en direction de C, mais frappe
un miroir semi-transparent au centre du dispositif (point O), qui dévie la moitié du faisceau vers

1 Michelson effectua seul une version plus simple de cette expérience des 1881.
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B. Des miroirs aux points B et C' réfléchissent le faisceau scindé vers le miroir semi-transparent
qui envoie une partie des faisceaux vers le détecteur situé en D). Supposons que I’Ether existe et
que la Terre se déplace a une vitesse V par rapport a I’Ether, dans la direction AC'. La vitesse
de la lumiére (par rapport a la Terre) est donc ¢ — V quand le faisceau se dirige vers la droite,
¢+ V quand il se dirige vers la gauche. Quand le faisceau se dirige vers le haut ou vers le bas, la
composante verticale de sa vitesse est v¢2 — V2, comme dans le cas de I'aberration des étoiles.

Figure 11.1. Schéma de l'expérience de Michelson et Morley.

Les deux faisceaux lumineux qui se superposent en I sont cohérents et peuvent interférer. La
différence de phase entre ces deux faisceaux est déterminée par la différence de temps AT entre
l'arrivée des deux faisceaux en D, a partir de leur point de départ en A. Les temps de parcours
sont les suivants, en fonction des distances :

,_oC , _oc
00T -V e v
— 1 1 — 2c
OB

t p— t = ——
OB BO \/m
La différence de temps entre les deux trajets possibles du faisceau lumineux est donc
__ ¢ __ 1
AT:tOC+tCO_tOB_tBO :200m —QOBTW (116)

Cette différence de temps produit un certain patron d’interférence en D entre les deux demi-
faisceaux : elle correspond & une différence de phase

A¢p =2n fAT (11.7)
ou f est la fréquence de la lumiere utilisée.

Faisons maintenant tourner tout 'appareil de 90°. On peut refaire le méme calcul (la direction de
la vitesse V a changé) mais cela revient a échanger les roles de OC' et de OB et a changer le signe
du résultat. On obtiendrait alors la différence des temps

‘00—~ 9o ¢
AT’ = 2007 — 0B 55 (11.8)
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Cette situation produirait un patron d’interférence différent. Le changement dans le patron
d’interférence serait caractérisé par la ‘différence des différences de phase’ :

A¢ = 2nf(AT — AT') :47rf(OC+OB){CQ_CV2 - \/621_7‘/2} (11.9)

En supposant que V < ¢, on peut effectuer un développement de Taylor au premier ordre en
(V/c)? et on obtient

A¢ = (OC

|

Q
8!

+
Q

=
|
|

(11.10)

Cette ‘différence des différences’ devrait se traduire par un déplacement des franges d’interférence
lorsque l'appareil est tourné de 90°. Or, un tel déplacement n’est pas observé. Bien sur, l'effet
escompté est tres petit et 'expérience est tres délicate. En pratique, il faut utiliser les distances les
plus grandes possibles (on peut les augmenter par des miroirs multiples) et disposer d’une table
d’optique libre de toutes vibrations (celle de Michelson et Morley flottait sur du mercure). Il faut
également penser a refaire 'expérience six mois plus tard, au cas ou, par un hasard incroyable, la
Terre aurait été au repos par rapport a I’Ether au moment de la premiere expérience!

Apreés bien des précautions et des vérifications, le résultat de I'expérience est négatif : aucun
mouvement de la Terre par rapport a I’Ether ne put étre détecté.

11.4 Transformation de Lorentz

Etant donné linexistence de 'Ether ou d’un référentiel absolu, il faut maintenant modifier la
transformation de Galilée (11.1) pour tenir compte de 'invariance de la vitesse de la lumiere.
Le passage d’un référentiel & un autre se fait par un changement de coordonnées impliquant les
trois coordonnées spatiales et le temps. Considérons deux référentiels S et S’ se déplacant 1'un
par rapport a l'autre & une vitesse V. Dénotons par (z,y, z,t) les coordonnées et le temps dans
le référentiel S, et (a',y',2',t') les quantités correspondantes dans le référentiel S’. On suppose,
sans perte de généralité, que les axes des deux référentiels sont dans les mémes directions, que la
vitesse relative des deux référentiels est le long de I'axe des = (donc V = VX) et que les origines
des deux référentiels coincident au temps ¢ = 0 (et ¢ = 0). On cherche une relation entre (z,y, z, t)
et (2/,y/,2',t") compatible avec le principe de relativité, i.e., telle que la vitesse de propagation
de la lumiere soit la méme dans les deux référentiels. Cette relation doit respecter les conditions
suivantes :

z z'

Figure 11.2. Positionnement des référentiels S et S’
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1. Elle doit étre linéaire, sinon un corps au repos dans S ne serait pas en mouvement rectiligne
uniforme dans S’. La relation entre (x,y, z,t) et (2/,/,2',t') peut donc s’écrire a I’aide d’une
matrice :

xr X

/
z, =M Z (11.11)
¢ t

ou M est une matrice 4 X 4. Les composantes de cette matrice peuvent dépendre de la vitesse
relative V.

2. Les coordonnées (y,z) perpendiculaires a la vitesse relative ne devraient pas étre affectées
par le changement de référentiel. Autrement dit, ¥/ = y et 2/ = z. En effet, si r, dénote
les coordonnées perpendiculaires a V, la seule transformation acceptable de ces coordonnées
serait ', = K(V)r , ou K (V) est un facteur numérique qui dépend de V, tel que K(0) = 1. Par
symétrie, K (V') ne doit pas dépendre du sens de V: K(—V) = K (V). Puisque la transformation
inverse est

r, = K(-V)r, = K(-V)K(V)r, (11.12)

On doit avoir K(V)? =1 ou K(V) = 1. Donc les coordonnées transverses a la vitesse relative
ne sont pas affectées par la transformation : ', =r .

3. Donc, on cherche donc une transformation linéaire (z,t) — (2/,t') qu’on peut écrire sous la
forme suivante :
2 = ax + bt

11.13
t'=ex+ ft ( )

Les quatre constantes a, b, e, f ne dépendent que de V', la vitesse relative des deux référentiels.

Afin de déterminer les constantes a, b, e, f, voyons comment la vitesse v = dz/dt d’un objet dans
S est reliée a la vitesse dans le référentiel S’ :

, da’  adr+bdt  av+b

_@_edm—l—fdt_ev—i—f

(11.14)

Appliquons maintenant cette relation a trois cas particuliers :

1. Puisque lorigine de S’ se déplace a une vitesse V' dans S, on doit avoir v/ = 0 si v = V, ou
encore 0 = (aV +b)/(eV + f). Donc b = —aV.

2. Un objet au repos dans S (v = 0) devrait avoir une vitesse v = —V dans S’. Autrement dit,
v'=—Vsiv=0,ouencore =V =0b/f ou f = —-b/V = a.

3. Un signal lumineux se propageant a vitesse ¢ dans S devrait se propager a la méme vitesse c

dans S :
ac+b

ec+ [’

b=—aV, f=a = e=—aV/c (11.15)

En rassemblant ces contraintes, la transformation (z,t) — (2/,t') s’écrit

(f’/) - <_v1/02 _1V> (f) = A(V) (f) (11.16)
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ou a(V) est une fonction de V encore a déterminer et A(V') est la matrice de transformation. On
sait que a(0) = 1. De plus, a(V) ne devrait pas dépendre du signe de V', mais seulement de son
carré, en raison de I'invariance par rapport a I'inversion de I’espace : les changements simultanés

r— -z 12— - V- -V (11.17)

ne devraient pas affecter la transformation. Or il se trouve que cette inversion change a(V') en
a(=V) et c’est tout. On en conclut que a(—V) = a(V). Finalement, on sait que la transformation
inverse (i.e. de S" & S) s’obtient en renversant le signe de V: A(V)A(=V) = 1 ou encore

a(V)a(—V)(_Vl/CQ _1V) (V/lcz ‘1/> = (é 2) (11.18)

De cette contrainte on trouve que

o(V)= —— (11.19)

N

On peut donc écrire la transformation finale comme

, =Vt v t—Vax/c?
1=V 1oV (11.20)
y/:y Z/:Z

Elle porte le nom de transformation de Lorentz.?
Remarques :

1. Lalimite V/c — 0 de la transformation (11.20) donne effectivement la transformation de Galilée
(11.1). Notons que ce n’est pas V' qui tend vers 0, mais le rapport V/¢, a V' constant. Autrement
dit, on fait tendre ¢ — oo.

2. La différence la plus frappante entre la transformation (11.20) et la transformation de Galilée
(11.1) est que le temps n’est plus absolu : il se transforme d’un référentiel a 'autre.

3. L’inverse de la transformation (11.20) s’obtient simplement en changeant le signe de V:

o+ v ‘ t'+Va'/c?
V1-V2/2 V1=V (11.21)
y=y z=17

4. Le role particulier de la coordonnée x dans la transformation (11.20) vient de ce que la vitesse
relative des deux référentiels est dans cette direction. On peut aussi écrire une généralisation
de (11.20) au cas d’une direction arbitraire de V.

5. On utilise souvent la notation suivante :
1 %4
c

v =

2 Poincaré proposa cette transformation (1904) pour que les équations de Maxwell soient les mémes dans les

(11.22)

deux référentiels S et S’, complétant une idée de Lorentz, et lui donna le nom de “transformation de Lorentz”.
En fait, elle fut écrite indépendemment par J. Larmor un peu avant (1900), et méme par Voigt des 1887.



192 11. Relativité restreinte

Le facteur v possede le développement de Taylor suivant autour de V/c = 0:

1

L 14lgryspgig.
ct— /E
et/ 57
=
T

Figure 11.3. Représentation graphique de l’espace-temps. L’événement E est représenté par les coor-
données (z,ct) ou (2, ct'), selon le référentiel utilisé.

11.5 Espace-temps et intervalle

Comme le temps n’est plus absolument indépendant de l'espace — la distinction entre les deux
dépend du référentiel utilisé — on parle volontier d’espace-temps, un lieu géométrique auquel ap-
partiennent des événements. Un événement est un point dans ’espace, considéré a un instant bien
précis et a cet instant seulement. Un événement est défini en spécifiant le vecteur position r et le
temps t, et on le note souvent (r,¢). On peut méme représenter cette notion graphiquement, en
portant la coordonnée x en abcisse et la coordonnée temporelle ct en ordonnée (on multiplie par ¢
pour que les unités des deux axes soient les mémes). Un événement E correspond alors & un point
sur le plan (z,ct). Un référentiel différent correspond alors a deux autres axes 2’ et ct’, comme
illustré a la fig. 11.3. Une particule se déplagant a la vitesse de la lumiére (un photon) et passant
par lorigine & = ¢t = 0 est représentée par la droite = ct (ou ' = ct’).

La relation entre deux référentiels S et S’ ne correspond pas exactement a une rotation des axes
(comparons la fig. 11.3 & la fig. 1.1). On peut cependant lui donner I'apparence mathématique
d’une rotation, mais par un angle imaginaire. Expliquons. On définit la rapidité n associée & une
vitesse V' comme

v
— = [ =tanhn (11.24)
c
L’avantage de cette définition est que
1
= coshn et _r__ sinhn (11.25)

\/1— (32 1-— 32
On peut donc écrire la transformation de Lorentz comme

2’ = z coshn — ctsinhn (11.26)
ct’ = ctcoshn — xsinhn '
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(en plus de ¢y = y et 2/ = z). Cette formule ressemble étrangement & la relation entre les coor-
données (z,y) et (2/,y) suite & une rotation d’angle 6 des axes cartésiens :

¥ = xcosf+ysind

/

11.27
y = —xsinf + ycosf ( )

cette fois pour les coordonnées = et ct, sauf que ce sont des fonctions hyperboliques qui sont
utilisées. En fait, comme

coshn = cos(in) et sinhn = —isin(in) , (11.28)
on peut récrire la transformation de Lorentz ainsi :

z' = x cos(in) + ict sin(in) (11.29)
ict' = —xsin(in) + ict cos(in) '

En comparant avec la transformation (11.27), on voit qu’il s’agit formellement d’une rotation, mais
par un angle imaginaire in. De plus, les coordonnées subissant cette rotation sont (z,ict) et non
(z,ct).

La différence essentielle entre la rapidité n et un angle 6 est que la rapidité n’est pas périodique :
elle ne revient pas a elle-méme apres une variation de 27. Elle varie en fait de —oo a co. Cependant,
elle a ceci de commun avec I'angle de rotation que la rapidité associée a deux transformations de
Lorentz successives est la somme des rapidités associées. Autrement dit, ’application successive de
deux transformations de Lorentz de rapidités n; et 1, (dans la méme direction) est équivalente a
une transformation de Lorentz de rapidité n; = 7, +1,. Ceci découle directement des lois d’addition
des sinus et cosinus hyperboliques.

ct
futur
$2>0 P
2
g
Y
52<0
T
2
% s2<0
S
%
4,
250 ¢,
passé §°> @’é'
[ S . \e

Figure 11.4. Le cone de lumiere sépare les régions de I'espace-temps qui sont séparées de ’origine par
un intervalle de genre temps (52 > 0) de celles qui en sont séparées par un intervalle de genre espace
(s2 <0).
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Intervalle
Lorsqu’on procede & une rotation des axes cartésiens en deux dimensions en suivant la formule
(11.27), la distance [ entre le point considéré et 1'origine demeure la méme dans les deux systémes
d’axes :

2= a4yt = () + () (11.30)

Cela se vérifie aisément par substitution. On dit que la distance entre un point et l'origine est un
invariant, une quantité qui reste inchangée lors de la transformation des coordonnées.

De méme, en relativité, un invariant existe. Comme les coordonnées (z,ict) se comportent
mathématiquement comme les coordonnées (x,y) dans le plan, on devine que la quantité

22+ (ict)? = 2* — Pt

pourrait jouer ce role. On définit I'intervalle s entre un événement (z,ct) et 'origine de I'espace-
temps par
§* =t — ot -yt - 2P (11.31)

(noter le signe relatif entre #? et les coordonnées spatiales). L’intervalle est un invariant de la
transformation de Lorentz, c¢’est-a-dire que

CQtQ o $2 o yQ o Z2 — CZtIQ _ l‘lQ o y/2 _ Z/Q (1132)

Cette invariance se démontre aisément : il suffit de substituer la transformation de Lorentz dans
'expression ¢?t”? — 22 (nous savons déja que v/ =y et 2/ = 2) :
CQtIQ o .7,‘/2 _ ’}’2(Ct _ ,81‘)2 _ ’72(1' _ ﬁCt)Q
= ~? [c2t2 + B%x? — 2ctfr — 2 — PPt + QCtﬂx]
= (1~ PP~ )

= A2 — 22

(11.33)

Plus généralement, étant donnés deux événements F, et E, de coordonnées d’espace-temps (ry, ct;)
et (ry, cty), on définit I'intervalle s? entre les deux événements comme

s =2ty —t,)? — (ry —1,)? (11.34)

cet intervalle, ainsi que son expression mathématique en fonction des coordonnées et du temps,
sont les mémes dans tous les référentiels inertiels, et ne dépendent que des deux événements F, et
E2.

A la différence de la distance au carré 2 dans le plan cartésien, l'intervalle, malgré qu’il soit noté
s, peut étre négatif ou positif. En fait, on distingue les trois cas suivants :

1. Intervalle de genre lumiere : s> = 0. Dans ce cas, les deux événements séparés par cet intervalle
peuvent étre reliés par un signal lumineux direct : L’événement 1 peut étre I’émission d’un signal
lumineux et ’événement 2 peut étre la réception de ce signal, a un temps ultérieur. L’ensemble
des événements séparés de l'origine par un intervalle de genre lumiere forment un cone, appelé
cone de lumiere, illustré a la fig. 11.4.

2. Intervalle de genre temps : s> > 0. Dans ce cas, les deux événements séparés par cet intervalle
peuvent étre en relation causale : I'un des deux se produit apres 'autre et ce, dans tous les
référentiels. On peut toujours trouver un référentiel dans lequel les deux événements se pro-
duisent a la méme position, mais a des temps différents. Par contre, si 'un des deux événements
est ultérieur a I'autre dans un référentiel, il le sera dans tous les référentiels, et vice-versa.



11. Relativité restreinte 195

3. Intervalle de genre espace : s> < 0. Dans ce cas, les deux événements séparés par cet intervalle ne
peuvent étre en relation causale : on peut toujours trouver un référentiel dans lequel 1 précede
2 et un autre référentiel dans lequel 2 précede 1, ainsi qu’un troisieme référentiel dans lequel ils
sont simultanés.

11.6 Contraction des longueurs

Il est notoire que la théorie de la relativité prévoie que les objets en mouvement sont contractés.
Voyons comment cette affirmation se déduit de la transformation de Lorentz (11.20). Considérons
un objet de longueur L, au repos dans le référentiel S’. Cet objet se déplace donc & une vitesse
V = VX par rapport a S. Sa longueur dans S doit étre définie comme la différence des coordonnées
associées aux deux extrémités de I'objet, lorsqu’elles sont mesurées au méme moment dans .S, disons
au temps t. Soit (xq,t) et (zy,1) les ‘coordonnées d’espace-temps’ associées a ces deux mesures dans
S. Dans le référentiel S’, ces deux mesures correspondent plutdt aux coordonnées

(@), 14) = (@, — Vi, t = Ve, /) (2h,th) = y(wy — Vit t = Vi /) (11.35)

La différence zf, — | est bien str la longueur au repos de 1'objet, puisque celui-ci est stationnaire
dans S’. Donc
Ly=ah— 2y =vy(xg =Vt —a, + Vi) =v(zy — x,) =L (11.36)

ou L = xy — x, est la longueur de l'objet telle que mesurée dans le référentiel S; elle est donc plus
petite que L:

L
L= 70 = Ly\/1—V2/c2 (11.37)

Notons que les deux mesures de position, qui sont simultanées dans S, ne le sont pas dans S’, car
/ /
th # 1.

Il faut remarquer ici que si on pouvait ‘photographier’ un objet en mouvement tres rapide, il
n’apparaitrait pas contracté: il faut bien distinguer la ‘longueur de l'objet dans le référentiel S°,
qui est une propriété de 'objet et du référentiel d’observation, de son ‘apparence visuelle’, qui est
un phénomene plus complexe puisqu’il nécessite ’émission de lumiere par 'objet et la réception de
cette lumiere par un observateur apres un certain temps de transit. En fait, un objet en mouvement
rapide apparaitrait ‘tourné’ par rapport a ’objet au repos, et non contracté. De plus, en raison de
'effet Doppler, ses couleurs seraient modifiées selon qu’il s’approche ou s’éloigne de 1’'observateur.?

11.7 Dilatation du temps

Une autre conséquence notoire de la relativité est qu’une horloge en mouvement retarde par rapport
a une horloge au repos. Pour démontrer cette assertion, utilisons encore une fois la transformation
de Lorentz (11.20). Considérons une horloge au repos dans le référentiel S’ (& une position z’) qui
produits des ‘tics’ a un intervalle régulier. Cet intervalle est la période 7|, de I’horloge au repos. Dans
le référentiel S, I'horloge se déplace a une vitesse V. = VX. Soit (x,,t,) et (z4,1,) les coordonnées
associées a deux ‘tics’ successifs de I’horloge. En utilisant la transformation de Lorentz inverse
(11.21), on trouve

(xlvtl) = 7(1'/ + thla tll + V.I'//C2) (1'2,t2) = 7(5E/ + Vt,?a tl2 + V$//62) (1138)

3 Cette question est expliquée de maniére simple par V. Weisskopf dans Physics Today (sept. 1960) p.24.
Weisskopf se base sur un article plus détaillé de J. Terell, Phys. Rev. 116 (1959) 1041.
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La période T de I’horloge dans S est la différence entre les temps des deux tics successifs :
T=ty—t, =y{t'2+Va'/? —t, —Va'/c*) =~(th —t}) =T, (11.39)

La période T est donc plus longue que la période au repos; il y a ‘dilatation du temps’:

Ty

T=qT)= —0
TOT A v e

(11.40)

Désintégration des muons

Le muon (u) est un particule élémentaire instable de masse m,, =105,7 MeV et de temps de vie
T, = 2,197 X 107% 5. On détecte une grande quantité de muons au niveau du sol. Ces muons
sont créés dans la haute atmosphere quand des rayons cosmiques (par exemple des protons ou des
photons) entrent en collision avec les noyaux des molécules de ’atmosphere. Lors de ces collisions,
des mésons 7 (ou pions) sont créés. Ces mésons ont un temps de vie 7, = 2,6 x 107% s et se
désintegrent en muons. D’autre part, les muons se désintegrent en électrons et en neutrinos :

T =+ 7,4 34 MeV 7. =2,6x10"%
po —e +0,+v,+1052 MeV 7, =2,197 x 10~%

(les mémes processus, mais avec les antiparticules correspondantes, sont également possibles). La
signification du temps de vie d’une particule instable est la suivante : étant donné un nombre N (0)
de particules au temps t = 0, le nombre de particules au temps t est

N () = N(0) exp —é (11.41)

On définit aussi la demi-vie T}, d'une particule instable comme le temps apres lequel la moitié
des particules se sont désintégrées. La demi-vie est proportionnelle au temps de vie, car

N(Ty) = 5N(0) = N(0)exp ——2 = T, =In2 70,6937 (11.42)
T

A premiere vue, il est difficile de comprendre pourquoi il y a tant de muons détectés au niveau
de la mer, en comparaison de ce qu’on détecte a haute altitude. Supposons qu’on mesure le flux
de muons au niveau de la mer et au sommet d’'une montagne de 2 000 m d’altitude. Méme en
supposant que les muons se déplacent a la vitesse de la lumiere (un maximum), la distance qu’ils
pourraient parcourir en un temps de vie 7, serait ¢7, ~ 659 m. Le rapport entre le flux observé en
altitude et au niveau de la mer serait

flux a 2000 m
flux au niveau de la mer

— 6_2000/660 — 0’ 048

Or, le rapport mesuré des flux est plutot de 0,7, ce qui correspond a un temps de vie dix fois plus
long que le temps de vie mesuré sur des muons au repos (stoppés dans un cristal, par exemple). La
raison de ce ‘paradoxe’ est la dilatation du temps. Le temps de vie du muon en mouvement est plus
long parce que son horloge interne nous parait ralentir par un facteur . On peut donc conclure de
cette expérience que le muon moyen en provenance de la haute atmosphere a un v moyen égal a
10 (en fait, les muons nous parviennent avec une certaine distribution statistique de vitesses).

On peut aussi considérer le méme phénomene, cette fois du point de vue du muon, c’est-a-dire dans
un référentiel se déplacant avec le muon. Dans ce cas, le temps de vie du muon n’est pas affecté
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par la dilatation du temps, mais la distance a parcourir entre l'altitude de 2000m et le niveau de
la mer est réduite par la contraction des longueurs, d’un facteur v. En moyenne, cette distance
est réduite de 2000m a 200m (le v moyen est de 10). La plupart des muons ont donc le temps de
franchir cette distance avant de ce désintégrer.

Paradoxe des jumeaux

Ce paradoxe célebre, formulé par P. Langevin, raconte ’histoire de deux jumeaux identiques, dont
I'un décide de partir en voyage interplanétaire a bord d’un vaisseau spatial qui se déplace tres vite.
Appelons S le référentiel terrestre et S’ le référentiel du voyageur. Du point de vue de son frere resté
sur la Terre, le voyageur se déplace a une grande vitesse et son ‘horloge interne’ bat moins vite. Le
voyageur semble donc vieillir moins vite. Apres son séjour sur la planete X, le voyageur revient. Sa
vitesse est toujours grande au retour, méme si elle est dans la direction opposée. Encore une fois,
il semble vieillir moins vite que son frére. A son retour, la différence d’age doit étre évidente (sans
compter les horloges de bord qui ont retardé d’autant).

Le paradoxe vient de ce qu’on peut servir cet argument dans l'autre sens, du point de vue du
voyageur dans le référentiel S’. De ce point de vue, la Terre se déplace a une grande vitesse (dans
le sens opposé) et le temps s’écoule moins vite sur Terre. A premiere vue, c’est le jumeau resté sur
la Terre qui devrait étre plus jeune! Lequel a raison?

En réalité, c’est le voyageur qui est plus jeune. La raison en est que le référentiel S’ n’est pas
toujours un référentiel inertiel. Si le voyageur revient a son point de départ, c’est qu’il a da subir
une accélération & un moment donné et que les transformations de Lorentz ne sont pas applicables
de manieére immédiate en tout temps durant le trajet, mais seulement pendant les passages a vitesse
constante. La Terre, contrairement au vaisseau spatial, a toujours été un référentiel inertiel (au
moins en bonne approximation); donc le point de vue terrestre est plus valable.

La résolution de ce paradoxe nous enseigne quelque chose d’important : le voyageur qui revient a
son point de départ est plus jeune parce qu’il a subit une accélération. Or, nous avons vu qu’il est
impossible de distinguer localement une accélération d’un champ gravitationnel. C’est donc qu’un
champ gravitationnel produirait le méme effet, s’il était suffisamment fort. C’est un phénomene
prévu par la théorie de la relativité générale d’Einstein : le temps s’écoule moins vite dans un
champ gravitationnel. Cet effet a méme été mesuré (voir plus bas).

11.8 Transformation des vitesses

Voyons maintenant comment la vitesse d’une particule se transforme d’un référentiel a un autre. Il
s’agit de procéder un peu comme nous ’avons fait dans I’Eq. (2.33), cette fois avec une transforma-
tion différente. Dans un intervalle de temps dt’, la particule effectue un déplacement infinitésimal
dr’ et la transformation de Lorentz s’applique a ces différentielles de temps et d’espace :

de’ =~y(dz —Vdt) , dt =~(dt—Vdz/c*) , dy =dy , d =dz (11.43)
Les composantes de la vitesse v/ dans S’ sont donc
o da’ _ ~v(dz — Vdt) _ de/dt -V =V
Coodt A(dt—-Vdz/c?) 11— (V/Z)(dx/dt) 1—Vwv,/c?
Y = dy’ dy _ 1 dy/dt 1 v, (11.44)

VT A0 T y(dt—Vdz)@) v 1- (V/A)(de/dt) v 1-Vu, /S
1 v,

# 51 —Vu,/c?
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Ces transformations coincident avec les transformations (2.33) dans la limite ¢ — oc.

La transformation (11.44) nous permet de constater qu'une particule ne peut jamais aller plus vite
que la lumiere, autrement dit, que ¢ est la vitesse limite.

Exemple 1. Un collisionneur est un type d’accélérateur de particules dans lequel deux faisceaux
de particules de charges opposées se rencontrent face a face a des vitesses proches de la vitesse de
la lumiere. Supposons qu’un électron se dirige vers la gauche a une vitesse u et qu’il rencontre un
positron se dirigeant vers la droite a la méme vitesse. Quelle est la vitesse de ’électron par rapport
au positron? Plagons-nous dans le référentiel S’ du positron et utilisons la relation (11.44) avec
V =wuet v, =—u (v est la vitesse de 1’électron). Alors la vitesse de 1’électron par rapport au

positron est

2u
/ /
e Py ey vy < ¢ (11.45)

Par exemple, si u = 0,99¢ , alors |[v| = 0,99995¢. Dans la limite v — ¢, on trouve |[v| — c.

Exemple 2. Revenons au cas de I'aberration des étoiles. Dans un référentiel S, un faisceau
lumineux se dirige dans la direction y. Sa vitesse est donc v = ¢y. Dans un référentiel S’ se
déplacant par rapport au premier a une vitesse VX, les composantes de la vitesse de ce faisceau
lumineux sont

: - Vi= (W) 4 () =V - VE R =& (11.46)

x

Donc la grandeur de la vitesse du faisceau est encore ¢ (évidemment, car c’est la condition qui a
mené a la transformation de Lorentz) et la tangente de ’angle d’aberration est

-= (V<o) (11.47)

(le signe de la tangente ne fait que refléter la direction de la vitesse V et notre convention sur le
signe des angles).

La rapidité n d’une particule de vitesse v est bien stur définie comme v/c = tanhn. Si np est la
rapidité associée a la vitesse relative des deux référentiels et n’ la rapidité de la particule dans S’,
alors la tranformation des vitesses dans le cas v, = v, = 0 s’écrit

n=1n-—"1p (11.48)
Ceci provient de la loi d’addition des tangentes hyperboliques :

tanh a + tanh b

tanh b) =
anh(a + ) 1+ tanha tanhb

(11.49)

11.9 Effet Doppler

Effet Doppler non relativiste : source en mouvement

Considérons une source d’'impulsions (lumineuses ou sonores) se déplacant & une vitesse v vers la
droite et un observateur au repos, a droite de la source (voir figure). Supposons ici que 'onde se
déplace dans un milieu (Pair, pour le son) a une vitesse w et que 'observateur est au repos par
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rapport & ce milieu. L’onde est émise par la source & une fréquence f,. La fréquence f a laquelle
les impulsions sont recueillies par 'observateur est différente :

fo
= 11.50
f=1=, T (11.50)
C’est l'effet Doppler pour une source en mouvement. Rappelons comment on démontre cette for-
mule. La distance entre deux impulsions (ou deux fronts d’onde) dans le milieu est L = (w — v)T,,
ou 7; est 'intervalle de temps entre I’émission de deux impulsions par la source. L’intervalle de
temps entre deux réceptions par l'observateur est 7' = L/w. Comme f = 1/T et f, = 1/1}, on

trouve
1w w fo

f:f:f:(w—v)Tozl—v/w

(11.51)

Autrement dit, la fréquence du signal est plus élevée quand la source se dirige vers 'observateur
et plus faible quand elle s’en éloigne.

S [0 @
L |

o ®
VL

Figure 11.5. Schéma de ’effet Doppler non relativiste. En (A), la source est en mouvement alors qu’en
(B), c’est 'observateur qui est en mouvement. Dans les deux cas le milieu de propagation est au repos.
Le signal se propage a la vitesse w vers la droite. Le signe de v est positif tel qu’illustré.

Effet Doppler non relativiste : observateur en mouvement

Considérons maintenant une source au repos par rapport au milieu de propagation du signal et un
observateur qui se dirige vers la gauche a une vitesse v. La fréquence percue par 'observateur est
maintenant

f=1r (1 + %) (11.52)

Rappelons encore une fois la démonstration de cette formule : la distance L entre deux impulsions
est L = w7}, mais le temps T écoulé entre deux réceptions par 'observateur est tel que L =
(w+ v)T. Donc

1
wrv_wtv (1+3) (11.53)

T L wT, 0
Encore une fois, la fréquence apparait plus élevée a ’observateur qui s’approche de la source et
moins élevée a celui qui s’en éloigne.
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Effet Doppler relativiste

Les deux formules (11.50) et (11.52) sont différentes, ce qui signifie qu’on peut distinguer une source
en mouvement d’'un observateur en mouvement. La raison est qu’il existe un référentiel préférentiel,
celui du milieu de propagation. Or, la théorie de la relativité part du principe qu’un tel référentiel
(celui de ’éther) n’existe pas pour la lumiere. Les formules (11.50) et (11.52) doivent donc étre
fausses pour la lumiére se propageant dans le vide! En fait, la formule relativiste correcte pour
Ieffet Doppler de la lumiere dans le vide est

1+wv/e
= 11.54
f fO 1— U/C ( )
cette formule coincide avec la moyenne géométrique de (11.50) et (11.52) pour w = ec. La

démonstration est simple. On peut reprendre le raisonnement qui a mené a I’Eq. (11.50), sauf
que la période T}, doit étre remplacée par la période mesurée dans le référentiel de 'observateur,
c’est-a-dire Ty > T}, en raison de la dilatation du temps. Le résultat est donc

_ 1 _c_ ¢ _ sy 1+v/c
f_T_L_(c—v)Tofy_l—v/c L=vfet = 1—v/c (11.55)

On pourrait également reprendre le raisonnement qui a mené a la formule (11.52), sauf que la
période T' devrait étre remplacée par la période telle que percue par l'observateur en mouvement,
soit T'/~y, et on obtient alors

f= 1 _c—i—v_f 1+wv/ec y

T/y L)y  "\1i-v2jE

et donc le méme résultat s’obtient que 'on considere la source en mouvement et 1’observateur
immobile, ou bien la source au repos et 'observateur en mouvement.

1+v/c
1—-v/c

(11.56)

Remarquons que les formules (11.50), (11.52) et (11.54) sont en accord a l'ordre v/c, mais que des
différences apparaissent & I'ordre (v/c)*:

1 _1+v+<v)2+
1—v/c c c

v
l4+v/c=1+ - (exact) (11.57)

1+wv/ec
1—v/c

v v\ 2
:1+—+%(ﬂ +-
& &

Effet Doppler gravitationnel g
L’effet Doppler et le principe d’équivalence peuvent nous aider a comprendre

comment un champ gravitationnel peut affecter 1’écoulement du temps. Con-

sidérons la figure ci-contre, qui représente une source S qui émet un signal lu- JfJ
mineux de fréquence f;, vers un détecteur D situé a une distance D plus bas.

On peut considérer que la source et le détecteur sont en repos relatif, dans le

champ gravitationnel terrestre g. Selon le principe d’équivalence, cette situation

est équivalente a celle d’un laboratoire situé dans un référentiel en accélération a
a = g vers le haut. Considérons donc cette derniere situation. Supposons que le

signal lumineux est émis au temps ¢ = 0. Soit S le référentiel (inertiel) du mon- D
tage a ce moment-la. Comme le montage est accéléré, il n’est plus au repos par
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rapport & S I'instant d’apres. Cependant, la vitesse du montage étant initialement zéro par rapport
a S, elle n’a pas le temps de changer beaucoup pendant que le signal lumineux franchit la distance
L, de sorte que le temps nécessaire pour franchir cette distance est approximativement ¢ = L/c
et la vitesse du montage (vers le haut) quand le détecteur regoit le signal est v = at = alL/c. A
ce moment-la, le signal lumineux est percu a une fréquence différente (plus grande) en raison de
Peffet Doppler. Au premier ordre en v/c, la fréquence détectée est

f=f (1 + Z) =/, (1 + a;) (11.58)

Sur la Terre (a = g), on doit donc observer une variation relative de fréquence
Af gL
—|=%= 11.59
-= (1.5
Cette variation est positive (Af > 0) si la source est située au-dessus du détecteur (L > 0) et
négative dans le cas contraire (L < 0). Cette variation a été observée expérimentalement par
Pound et Rebka (1959) et Pound et Snider (1965), en placant une source au sous-sol d’une tour

de I'Université Harvard et en plagant le détecteur au sommet de la tour (22,5m plus haut). La
variation attendue alors est de

Af 9,8-22,5 _15

;T B0 2,5 x 10 (11.60)
Cette différence est minuscule, mais peut étre détectée par effet Mossbauer (un effet de résonance
de rayons gamma émis par des noyaux). Cette différence a été confirmée a 1% pres, ce qui constitue
une preuve convaincante de la validité du principe d’équivalence et, indirectement, de la théorie
de la relativité générale d’Einstein. Plus généralement, 'effet démontre que le temps s’écoule plus
lentement dans une région de plus petit potentiel gravitationnel : le photon perd de 1’énergie —
donc sa fréquence diminue — lorsqu’il se dirige vers une zone d’énergie potentielle gravitationnelle
plus élevée.

Une discussion plus approfondie de l'effet Doppler gravitationnel ne peut se faire que dans le
cadre de la théorie de la relativité générale. On montre alors que lorsqu'un photon se déplace
dans le champ de gravitation d’un objet sphérique de masse M, alors la combinaison suivante est
constante :

A GM
—— — cst. r o=

(11.61)
27'g

r

ol A est la longueur d’onde du photon et r, est le rayon gravitationnel associé a la masse M. Pour
la Terre, ce rayon est de 4,4 mm, donc extrémement petit en comparaison de son rayon physique.
Cette formule est plus exacte que la relation (11.60), et peut étre utilisée lors de déplacements
importants, par exemple lorsqu’on veut comparer la longueur d’onde d’un photon émis a la surface
de la Terre a celle du méme photon lorsqu’il est infiniment éloigné de la Terre. Remarquons qu’on
retrouve le résultat (11.60) comme un cas limite des petits déplacements. En effet, en prenant la
différentielle de la formule (11.61), on trouve

A T (11.62)
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Apres cette différentiation, on peut ensuite négliger le rapport /7 devant 1 et écrire

GM

c2r2

Ty _ T
d)\—AdTﬁ—O — T—drﬁ—dr

Si on se trouve a la surface de la Terre et qu’on considere un court trajet vertical de hauteur L,
comme dans 'expérience de Pound et Rebka, alors on peut poser GM /r? = g, dr = L et on obtient

dr 9L
A2
Comme dA\/X = —df/f, on retrouve bien le résultat (11.60).

(11.63)

(11.64)

11.10 Quadrivecteurs

La notion de vecteur en trois dimensions est utile parce qu’elle permet d’exprimer des quantités et
des relation entre ces quantités sans choisir & chaque fois un systeme d’axes. Autrement dit, pour
écrire la relation J = mrAv, il n’est pas nécessaire de spécifier I’orientation des axes x, ¥, z, car cette
relation est valable, quel que soit le choix des axes. Un méme vecteur A possede des composantes
(A,,A,, A,) différentes dans un systéme d’axes différent. Par exemple, si deux systemes d’axes
different par une rotation d’angle 6 dans le plan zy, alors la relation entre les composantes de A
dans les deux systemes est donnée par I'Eq. (1.25).

En relativité, la notion de vecteur peut étre avantageusement étendue a des quantités comportant
quatre composantes et se transformant de la méme maniere que les coordonnées d’espace-temps
quand on passe d'un référentiel a I'autre. Plus précisément, un quadrivecteur est une quantité
représentée par quatre composantes (A%, A', A%, A%). La composante A° est appelée composante
temporelle, alors que les trois autres sont les composantes spatiales. La valeur précise de ces com-
posantes dépend du référentiel. Lorsqu’on passe d’un référentiel S & un référentiel S’ se déplacant
a une vitesse VX par rapport a S, les composantes se transforment de la maniére suivante :

A/O —_ ,Y(AO _ ﬁA1> A/l — ’)/(Al o /BAO) A/2 — AQ A/3 — A3 (1165)

ot f = V/cety = (1-p3>)""2 En fait, un ensemble de quatre quantités A* (u = 0,1,2,3)
doit se transformer de cette maniere pour mériter le nom de quadrivecteur. Les trois composantes
spatiales sont parfois regroupées en un vecteur tridimensionnel dans la notation, de sorte qu’on
écrit souvent un quadrivecteur comme (A, A). Dans ces notes, nous allons utiliser des caracteres
sans sérif pour désigner un quadrivecteur par un seul symbole, par exemple A.

L’exemple fondamental de quadrivecteur est la ‘position’, dans ’espace-temps, d’un événement :

2 =ct ot =x =y =2 (11.66)
ou encore x = (ct,r). La transformation (11.65) dans ce cas coincide avec la transformation de
Lorentz (11.20). Notez que le temps a été multiplié par ¢ dans la composante temporelle, de sorte
que les quatres composantes du quadrivecteur ont les mémes unités.

Invariants

Un invariant est une quantité qui a exactement la méme forme dans tous les référentiels. Etant
donné un quadrivecteur A*, on montre facilement que la quantité (A°)% — A? est un invariant. En
fait, étant donnés deux quadrivecteurs quelconques A et B, la quantité

A-B=AB"-A-B (11.67)
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est un invariant. Explicitement, ceci signifie que
AB" - A -B=A"B"-A"-B (11.68)

ol les primes réferent aux composantes du quadrivecteur dans le référentiel S’. Pour le démontrer,
il suffit d’utiliser la transformation de Lorentz (11.65):

AIOBIO _A/ 'B, :72(140 —6A1)(B0 —ﬁBl)
’)/2(/11 —ﬁAO)(Bl —ﬁBO)—AQBQ—ABBg

— AVBU2(1 — %) — A'B'A2(1 — %) — A2B? — A*B? (11.69)
=A'B"_A.B
car v2(1 — 3?) = 1.
L’exemple le plus simple d’invariant est obtenu a partir du quadrivecteur position :
xox =t -t (11.70)

Il s’agit de l'intervalle discuté précédemment.

Temps propre

Considérons un objet qui se déplace dans ’espace-temps, comme une particule ou un voyageur
sidéral. Dans I’espace-temps, le mouvement de ce point trace une certaine trajectoire, correpondant
a une suite continue d’événements successifs. On définit le temps propre de cet objet comme le
temps tel qu’il s’écoule dans le référentiel propre a cet objet. On note le temps propre 7.

Si un objet se déplace a une vitesse constante v par rapport au référentiel S, alors son temps
propre est simplement relié au temps ¢t du référentiel par la formule de dilatation du temps :
T = ty/1 —v?/c?. Par exemple, I'horloge en mouvement par rapport & S a une période T}, en
fonction de son temps propre, mais une période T telle que mesurée dans le référentiel S, avec la
relation Tj, = T'\/1 — v?/c2.

Si un objet ne se déplace pas a une vitesse constante, le calcul de son temps propre en fonction du
temps ¢ est plus compliqué. On peut cependant affirmer que la différentielle de temps propre dr
associée a une différentielle de temps dt est

dr = (fiyt =dt\/1—v%/c? (11.71)

ou v est la vitesse de I'objet & ce moment la (v dépend du temps). Le temps propre écoulé depuis
Iinstant ¢t = 0 est donc ,
7':/ dty\/1 —v(t))?/c? (11.72)
0

Le temps propre d’un objet est un invariant, puisque sa définition, dans tout référentiel, nous
ramene nécesairement au référentiel propre a 'objet.

Quadrivitesse
Un autre quadrivecteur qu’il est possible de construire sur la trajectoire d’'un objet est la quadriv-
itesse, définie par

dx dt dr

= (CE’E

U:E— )
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Comme
dr dr dt v
= =7 11.73
dr dt dr 1/1—1)2/c2 ( )
les composantes de la quadrivitesse sont donc
1
U= ——=(¢,1,,7,,7,) (11.74)

V1—=v%/c?

La quadrivitesse est un quadrivecteur, parce qu’elle est le quotient d’un quadrivecteur (dx), par un
invariant (d7). Donc, les composantes de la vitesse se transforment d’un référentiel a ’autre par la
transformation de Lorentz (11.65). Avec la quadrivitesse on construit I'invariant suivant :

1

= TZ/CQ(CQ — V2) = 02 (1175)

u-u
Il se trouve que cet invariant est trivial : il ne fait que réitérer I'invariance de la vitesse de la
lumiere.

11 est possible de retrouver la formule de transformation des vitesses (11.44) en appliquant la trans-
formation de Lorentz (11.65) au quadrivecteur vitesse. En effet, soit (u’,u!,0,0) les composantes
de la quadrivitesse dans un référentiel S, et (u,u*,0,0) les composantes de la méme quadriv-
itesse dans un référentiel S’ (la particule se déplace dans la direction x). Comme plusieurs vitesses
interviennent dans les manipulations suivantes, on introduit la notation suivante :

By = % W= \/11_7@2/ (11.76)
et pareillement pour +,. Selon les reégles de transformation (11.65), on trouve
u =y (v’ — Byut) u't =y (ut = Byu’) (11.77)
Comme u’ = ¢y, et u! = vy, ceci devient
u" = v (1= By B,) u't = Yo (v =V) (11.78)
et donc la vitesse de la particule dans le référentiel S’ est
o = C“% _ vV (11.79)
U 1_ LQU

ce qui coincide bien avec la premiere des équations (11.44). La transformation des autres com-
posantes se trouve de maniere semblable.

11.11 Quantité de mouvement et énergie

Nous avons vu que la loi de Newton F = ma est invariante par transformation de Galilée. Or,
puisque la transformation de Galilée a été remplacée par la transformation de Lorentz, il faut
également modifier la loi de Newton si on désire qu’elle demeure valable dans tous les référentiels
inertiels. En fait, nous écrirons toujours la loi de Newton comme F = p. C’est la définition de la
quantité de mouvement p qui va changer.



11. Relativité restreinte 205

On sait que, lors d’une collision élastique, la quantité de mouvement et I’énergie sont conservées.
Nous allons voir que ceci est impossible dans le cadre de la théorie de la relativité si on garde les
définitions p = mv et K = %mv2, et qu’il faut plutoét utiliser les expressions suivantes :

mv

P i_zja

(11.80)

’ITL02

E=—n (11.81)

V1—=v%/c?

ou K = E — mc?.

Pour démontrer I'incompatibilité de la formule p = mv avec la relativité, considérons le processus
de collision illustré a la Fig. 11.6. Deux particules identiques entrent en collision a la méme vitesse
v, a un angle de 45° par rapport a 'horizontale, dans le référentiel .S, et émergent de cette collision
toujours avec le méme angle. L’impulsion totale des deux particules est nulle, car S est le référentiel
du centre de masse du systeme. Déplagons-nous maintenant dans un référentiel S’ se déplagant a
une vitesse V = VX par rapport a S. Calculons la composante verticale de 'impulsion totale avant
et apres la collision dans S’, a I’aide de la relation (11.44):

1 muv 1 muv

tot. y y
== — - t
Y y1l—=v,V/c2 ~y140,V/? (avant) (11.82)
ptot- — _L_m, + 1_my (apres) .
4 y1—-v,V/c2  ~y140,V/c?

On constate que ces deux quantités sont différentes : la quantité de mouvement n’est plus conservée
dans S'.

(i

A

Figure 11.6. Collision de deux particules a 45° dans le référentiel S.

La modification qu’on doit apporter est de remplacer
p:ma par p=m-— (11.83)

ou 7 est le temps propre de la particule, c’est-a-dire le temps tel qu’il s’écoule dans le référentiel
de la particule. Ceci équivaut a la relation (11.80), car dr/dt = /1 — v?/c%.
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Quadrivecteur impulsion
En fait, on doit considérer le quadrivecteur impulsion défini par

== (e ) s

Les composantes spatiales de ce quadrivecteur forment la quantité de mouvement relativiste. Quant
a la composante temporelle, elle est égale & p° = E/c, oil E est défini par Pexpression (11.81). Mon-
trons la pertinence de cette expression en étudiant sa limite non relativiste : dans ’approximation
v/c < 1, on a le développement de Taylor

m02

F=—n——~mcd+im? 4. (11.85)
V1—=v%/c? ?
Donc, modulo la constante mc?, E = p’c est 1’énergie cinétique de la particule. En fait, on définit
'énergie cinétique relativiste comme la différence entre E et la constante mc?:

1
kfzzz—wnézznw2< 1) (11.86)

N

L’énergie cinétique n’est non nulle que si la vitesse de la particule est non nulle et elle coincide

’ : 1 2 . : N
avec l’expression 3mu quand la vitesse v est petite par rapport a c.

La raison qui nous force a utiliser les formes (11.80) et (11.81) de I'impulsion et de 1’énergie est que
la conservation de ces quantités est maintenant valable dans tous les référentiels. Considérons un
processus de collision élastique dans lequel deux particules ont respectivement des quadrivecteurs
impulsion p; et p, avant la collision et des quadrivecteurs impulsion p; et p, apres la collision. La
conservation de I'énergie et de I'impulsion s’écrit

PL+pPy—p3—py=0 (11.87)

Le membre de gauche de cette équation est un quadrivecteur. Si toutes ses composantes sont nulles
dans un référentiel, elles seront aussi nulles dans tout autre référentiel inertiel, en raison de la
transformation de Lorentz (11.65). Autrement dit, si I’énergie et 'impulsion sont conservées dans
un référentiel, elles seront aussi conservées dans tout autre référentiel. C’est le résultat recherché.

En substituant dans la transformation (11.65) la forme p = (E/¢, p), on voit que les composantes de
I'impulsion et I’énergie F se transforment donc ainsi quand on passe du référentiel S au référentiel

S’

Y = p, — VE/ B E—-Vp,
/1 =V2/e V1-V2/c2 (11.88)
P, =np, p. =D,

Notons la relation suivante entre 1’énergie et I'impulsion :

E* = p*c® + m* (11.89)

Cette relation provient de I'invariant

p.p:frnzu-u:'rn,QC2 (1190)
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Travail et énergie

L’expression (11.81) de Iénergie a été justifiée ci-haut en montrant que cette quantité est con-
servée dans tous les référentiels lors de collisions élastiques. Donnons maintenant un argument
complémentaire, basé sur la relation présumée entre travail et énergie. Le théoreme travail-énergie
affirme que le travail, défini comme l'intégrale définie

W:/F-dr
C

le long d’une trajectoire C, est la différence d’énergie cinétique entre la fin et le début du parcours.
Calculons cette intégrale, sans référence & une trajectoire précise, a 1’aide de 'expression (11.80)
de la quantité de mouvement, et sachant que F = p :

dp dr
W—/F-dr—/dt-dr—/dp-dt—/dp~v

/ d / v-dv
p p p ’71—7)2/02

02 (11.91)

\/1—7)2/c2 \/1—1)2/02 \/1—7)2/02 Lmvtfe

mc?
V1—=v?/c?

Donc le travail, sur un chemin quelconque, est

mc2

W=E~E ol E=——— (11.92)

' V1—=v?/c?

Ceci confirme l'expression (11.81) de ’énergie d’une particule.

Force et accélération
La relation entre la force appliquée est la quantité de mouvement est

d d
_e_a  mv (11.93)
dt dt,/]_—Q)Z/c2
C’est cette relation qui remplace F = ma dans la dynamique relativiste.
Si on calcule explicitement la dérivée temporelle dans (11.93), on trouve
. 2
po__ma__ mv@vje (11.94)

m (1—0v2/c2)32

Dans le cas ot la vitesse est parallele & 'accélération, v(a - v) = av? et on obtient

ma v?/c?
F= V1—v2/ {1+ (1—v2/62)} (11.95)

_ 3
— may (allv)
Par contre, si la vitesse est perpendiculaire a ’accélération, alors v -a = 0 et on obtient

F = mary (alv) (11.96)
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Les facteurs v et 42 font qu’il est beaucoup plus difficile d’accélérer un objet (avec une force donnée)
quand sa vitesse s’approche de ¢. On apprend ici que ceci est encore plus vrai si a||v que si alv.

Fréquence cyclotron relativiste
Considérons comme exemple le mouvement d’une particule de charge ¢ et de masse m dans un
champ magnétique uniforme B = Bz. En relativité, la force magnétique est encore donnée par la
formule F = gv AB. Donc, la dérivée dp/dt est perpendiculaire & v, c’est-a-dire a p, et sa grandeur
|p| est donc constante, ainsi que la grandeur de v. Donc l'accélération est toujours perpendiculaire
a la vitesse et la particule a une trajectoire en hélice, comme dans le cas non relativiste. Cependant,
la fréquence w, de ce mouvement en hélice n’est plus donnée par ¢B/m. En effet,

dp

g My =av ANB (11.97)

Etant donné que 7y est constant (car v est constant), on peut le regrouper avec la masse m quand
on résoud I’équation différentielle et on obtient une fréquence cyclotron qui dépend maintenant de

la vitesse : B B
q q
W, =—="1/1—0v%/c? 11.98
= = T (11.98)
C’est en raison de cette dépendance en vitesse que le schéma simplifié du cyclotron ne fonctionne
plus quand la vitesse de la particule se rapproche trop de c. Notons cependant la relation entre le
rayon R de la trajectoire et I'impulsion :

R:v/cuc:W“W:M

5 b (11.99)

La mesure de ce rayon, dans un détecteur de particule sous champ magnétique, permet de mesurer
directement I'impulsion |p|, et donc la vitesse et 1’énergie

11.12 Particules de masse nulle et effet Doppler

La relation (11.89) nous permet d’envisager des particules de masse nulle, pour lesquelles la relation
entre ’énergie et I'impulsion est

E = |plc (masse nulle) (11.100)

Ces particules se déplacent nécessairement a la vitesse de la lumiére, sinon la relation (11.81) leur
donne une énergie nulle. Les particules élémentaires suivantes sont considérées de masse nulle :

1. Le photon, dont le symbole est v (pour rayon gamma). On montre que la masse nulle du
photon est étroitement reliée a la décroissance en 1/7% de la force électrique. Des expériences
électromagnétiques ont placé une borne supérieure a la masse du photon : m, < 4 x 10~ %8¢,

soit 1071 fois la masse de I’électron.

2. Les trois especes de neutrinos : v,, v, v;. La borne supérieure est moins minuscule que pour
le photon : m < 15 eV pour le v,, m < 0,17 MeV pour le v, et m < 24 MeV pour le v,_.
Des observations récentes portent a penser que leurs masses, quoique trés petites, ne sont pas

exactement nulles.

3. Le graviton, la particule associée a la force de gravité, comme le photon est associé¢ a la
force électromagnétique. Le graviton n’a jamais été détecté en tant que particule, parce que
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Iinteraction gravitationnelle est beaucoup trop faible pour manifester des effets quantiques.
Cependant, des théories prévoient son existence et sa masse devrait étre nulle.

Le photon est la particule quantique associée a la lumiere. A une onde lumineuse de fréquence
f, on associe un photon (ou un ensemble de photons) d’énergie £ = hf = hw (w = 27f). Si le
vecteur d’onde de I'onde est k, alors I'impulsion du photon est p = k. On peut donc transformer
la fréquence et le vecteur d’onde d’un référentiel & un autre en utilisant la transformation (11.88)
pour le quadri-vecteur impulsion :

o k, —Vw/c? o w—Vk,
C/1=V2/eR V1-V2/c (11.101)
K, =k, K =k,

N’oublions pas, en utilisant cette relation, la contrainte que ck = w, ou k = |k|.

Supposons premierement que ’onde se propage dans la direction x, qui est aussi la direction de la
vitesse relative des deux référentiels : k, = +k = tw/c, k, = k, = 0. On trouve alors

1 1
o =t L V/e = wy [T LC V/e (11.102)
N 1+ V/e

Ceci coincide avec la formule (11.54): si la source est au repos dans S et que 1’observateur est dans
S’, alors elle s’approche de l'observateur si k, = —k (signe inférieur) et s’éloigne de 1'observateur
si k, = +k (signe supérieur).

11.13 Collisions relativistes et équivalence masse-énergie

Tant et aussi longtemps qu’on ne considére que des problemes de dynamique simples (force agis-
sant sur une particule) ou des collisions élastiques, I’énergie au repos d’une particule (E = mc?)
n’est d’aucune conséquence. On peut a juste titre la considérer comme une simple constante
d’intégration.

Einstein a eu l'intuition de considérer ce terme comme une véritable énergie physique, c’est-a-
dire susceptible de se transformer en d’autres formes. Autrement dit, la masse, ou l'inertie, est
une forme d’énergie qui peut, lors de processus de collision inélastiques, se transformer en énergie
cinétique ou vice-versa. Dans ce contexte, une collision inélastique est un processus ot les particules
dont altérées lors de la collision, c¢’est-a-dire une véritable réaction, ou les produits different des
réactants.

L’analyse des processus de collision est grandement simplifiée lorsqu’on les étudie dans le référentiel
du centre d’impulsion, le référentiel ou la quantité de mouvement totale des particules est nulle.
Dans ce référentiel, toute I’énergie cinétique des réactants est disponible pour étre convertie en
masse. Si P = P X désigne la quantité de mouvement totale des réactants dans un référentiel
donné, et E ’énergie totale correspondante (incluant I’énergie de masse), alors le référentiel du
centre d’impulsion, S’, se déplace & une vitesse V. = VX = [cX par rapport au référentiel de départ,
et la composante en = de I'impulsion totale dans ce référentiel est, d’apres la transformation de

Lorentz,
cP,

P. =~(P,—BE/c)=0 = f= (11.103)

et donc I’énergie E’ dans ce référentiel est

E'=~(E - c¢BP,) =vE(1 — 3*) = E\/1 —V2/c2 (11.104)
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ou encore :

E/
E=— = (11.105)

J1- Ve

Il s’agit ici d’une version relativiste du théoreme de Koenig, ot E’ est 1’énergie interne du systeme,
c’est-a-dire I’énergie du systéme dans le référentiel ou la quantité de mouvement est nulle.

Une formulation équivalente de cette relation, encore plus simple, relie 'énergie F et I'impulsion P
du systéme a I’énergie interne E’ en utilisant la propriété d’invariance de la combinaison E? — P?c?.
Dans le référentiel du centre d’impulsion, cette quantité devient simplement E’?, car P’ = 0 dans
ce cas. On peut donc écrire

E* - P**=E? ou E=+\E?+ P2 (11.106)

En mécanique non relativiste, ’énergie interne n’est pas conservée lors d’une collision inélastique.
On devrait plutét dire qu’elle peut se convertir en chaleur ou en énergie potentielle. Le point
de vue relativiste est différent : 1’énergie interne est toujours conservée, méme lors de processus
inélastiques, mais sa forme précise peut changer : elle peut étre en partie cinétique, potentielle,
inertielle, etc. (on ne fait pas toujours la distinction entre ces différentes formes). L’important
est que les produits d’une collision inélastique n’ont pas nécessairement les mémes masses que les
réactants. L’énergie cinétique interne peut se convertir en masse et vice-versa. La loi de conservation
de la masse énoncée par Lavoisier, ne tient plus; elle fait dorénavant partie de la loi de conservation
de I’énergie.

Exemple de processus de collision inélastique

Par exemple, considérons une particule de masse m et d’énergie € qui entre en collision avec une
autre particule de méme masse, initialement au repos. Cherchons quelle doit étre la valeur minimale
de € pour que la collision puisse entrainer la création d’une paire particule-antiparticule de masses
m/, sans que les deux particules initiales soient annihilées.

La maniere la plus simple de solutionner ce probleme est d’utiliser le concept de masse invariante.
La masse invariante M d’un systeme de N particules dont les quadrivecteurs impulsion sont notés
P1s Py, - - -, Py est définie par 'invariant

Si, par exemple, ces N particules sont le fruit de la désintégration d’une seule particule initiale, alors
le quadri-vecteur impulsion de cette particule initiale est précisément la somme p = p;+py+- - -+py
(par conservation de énergie et de la quantité de mouvement) et alors la masse invariante est
précisément la masse de cette particule, en vertu de la relation (11.90) : p-p = M?2c%. La masse
invariante permet précisément d’identifier, a ’aide des énergies et impulsions des produits d’une
désintégration, la masse de la particule instable, indépendamment du référentiel utilisé.

Dans le cas qui nous occupe, nous avons un processus de création de paire de particules respectant
la conservation de I’énergie et de la quantité de mouvement :

Py + Py =Ps+ Pyt Ps+Pg (11.108)

ot les quadivecteurs impulsions associés aux deux particules initiales (la cible et le projectile avant
la collision) apparaissent & gauche, et les quadivecteurs impulsions associés aux quatre particules
finales (la cible et le projectile apres la collision et la nouvelle paire de particules) apparaissent a
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droite. Evaluons la masse invariante associée & chaque membre de cette égalité. Placons-nous dans
le référentiel du laboratoire pour évaluer (p; + p,) - (py + o). Dans ce référentiel, p; = (¢/c,p) (le
projectile a une quantité de mouvement p) et p, = (mc,0) (la cible est au repos). Donc

(P +Pa) - (py +py) = (e/c+me)® — p* =2/ + 2me + m** — p?

11.109
= 2me + 2m*c® = 2m(e + mc?) ( )

Placons-nous ensuite dans le référentiel du centre d’impulsion pour évaluer la masse invariante
associée a p; + py, + p5 + pg et supposons en outre que nous sommes au seuil de la réaction,
c’est-a-dire que 1’énergie du projectile est tout juste suffisante pour créer la paire, sans qu’aucune
énergie cinétique ne soit donnée a aucune des quatre particules. Dans ce cas, p; = p; = (mc,0) et
ps = pg = (m'c,0). Donc la masse invariante M est telle que

M?c* = (2mc + 2m’c,0) - (2me + 2m’c,0) = 4(m +m')*c (11.110)
et doit étre identique a celle calculée le référentiel du laboratoire, soit

N 2
2m(e + mc?) = 4(m+m')?? = =2 <1 + m) me® — mc? (11.111)
m

Cette valeur de € est donc I’énergie de seuil du projectile dans le référentiel du laboratoire. On note
qu’elle croit comme le carré de I’énergie de repos des nouvelles particules créées, ce qui implique
que la combinaison cible + projectile n’est pas la plus économique pour produire des particules
nouvelles : il est plus sage de se placer d’emblée dans le référentiel du centre d’impulsion et d’utiliser
un collisionneur, c’est-a-dire un systéeme ou deux projectiles de quantités de mouvement égales et
opposées sont lancés I'un contre ’autre.

Notons que dans le cas particulier ot m’ = m, la formule ci-dessus pour ’énergie de seuil se réduit
a
e=Tme" = ——— (11.112)

ce qui correspond a une vitesse de

1
B=1-—==1——=0,980 (11.113)

Probleme 11.1

Démontrez que lapplication successive de deux transformations de Lorentz de rapidités 71 et 12 (dans la
méme direction) est équivalente & une transformation de Lorentz de rapidité ns = n1 + 2.

Probléme 11.2

Un faisceau lumineux est émis avec un angle 8y par rapport & I'axe des 2’ dans le référentiel S’ qui se déplace
a une vitesse vX par rapport au référentiel S. Montrez que ’angle 6 du faisceau par rapport a I’axe des x dans
S est donné par
cosfy +
cosf =

14 Bcosby (6=v/e)
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Probléeme 11.3

Considérons une source lumineuse qui, lors d’une breve explosion, émet de maniere isotrope, ¢’est-a-dire qu’une
quantité égale de lumiere est émise dans toutes les directions, dans le référentiel de la source. Supposons
maintenant qu’on observe cette source a partir d’un référentiel se déplacant a une vitesse v vers la gauche
par rapport a la source (la source se déplace donc & une vitesse vX vers la droite par rapport au référentiel
de l'observateur). Soit 6 l'angle entre une direction dans 'espace et 1'axe des x.

a) Trouvez la proportion de lumiére émise (du point de vue de l'observateur) entre I’angle 6 et 6 + df. Note :
chaque angle 6 définit un certain cone et cette question réfere donc a la lumiere émise entre deux cones.

b) A quelle vitesse doit se déplacer la source pour que la moitié de la lumiere soit émise dans un cone sous-
tendant un angle de 1073 radians? Cet effet est observé dans les accélérateurs de particules : le rayonnement

émis par une particule accélérée est fortement confiné a un cone étroit dans la direction de la vitesse de la
particule, comme si elle était munie de “phares”...

Probléeme 11.4

L’une des raies spectrales les plus intense de I’hydrogene est notée H, et sa longueur d’onde est 656,1 nm. On
peut détecter cette raie dans la lumiere solaire. Si on se concentre sur des points situés sur I’équateur solaire,
aux extrémités gauche et droite du disque solaire, on trouve une différence de longueur d’onde de 9 x 10~ %m.
En supposant que cette différence est causée par l'effet Doppler, estimez la période de rotation du Soleil sur
lui-méme. Le diametre du Soleil est 1,4x10%m.

Probleme 11.5

Apres le paradoxe des jumeaux, voici celui du sauteur a la perche et de la grange. Un sauteur a la perche
court a une vitesse v proche de celle de la lumiére en tenant sa perche de longueur L bien horizontale. Il entre
dans une grange ouverte au deux bouts, elle aussi de longueur L. Le fermier qui 'observe se dit : “puisque la

perche est contractée d’un facteur 1/1 — v%/c? en raison de sa vitesse, elle va pouvoir entrer tout entiere dans
la grange & un moment donné”. Le coureur, au contraire, se dit : “La grange se dirige vers moi & une vitesse

v; elle est donc contractée d’un facteur \/1 — v2/c? et la perche ne pourra entrer tout entiere dans la grange
a aucun moment”. Lequel des deux a raison? Expliquez.

Probleme 11.6

En 1851, Fizeau procéda a l'expérience suivante : il fit passer de ’eau dans un tuyau transparent (disons, de
gauche a droite) & une vitesse v. En méme temps, il mesura la vitesse de la lumieére en la faisant passer dans
leau en mouvement (aussi de gauche a droite), le long du tuyau. Dans le référentiel o I'eau est au repos,
la lumiere a une vitesse ¢/n (n est 'indice de réfraction de I'eau). Démontrez qu’au premier ordre en v/c, la
vitesse u du faisceau lumineux telle que mesurée dans le laboratoire est

c 1
u:+v(1—2>
n n

En quoi cela differe-t-il du résultat auquel Fizeau était en droit de s’attendre a son époque?

Probleme 11.7

Une personne désire se rendre sur alpha du centaure (& 4,3 années-lumiéres du systéme solaire) et veut que
le voyage dure exactement un an (en premiere classe).

a) A quelle vitesse le vaisseau spatial doit-il voyager par rapport a la Terre pour que ce soit possible? Supposons
qu’on puisse négliger les périodes d’accélération initiale et de décélération finale du vaisseau.
b) Aprés quelques jours sur alpha du centaure (plus précisément, sur une planéte appartenant a ce systéme),

cette méme personne doit retourner sur Terre, dans les mémes conditions de voyage qu’a l’aller. A son retour
sur Terre cette personne pourrait croire avoir été absente 2 ans. En réalité, combien d’années terrestres se
sont écoulées depuis son départ?
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Probléeme 11.8

Un référentiel S’ se déplace par rapport au référentiel S & une vitesse VX. Une particule dans S’ a une
vitesse nulle et une accélération a’ dans la direction X. Montrez que son accélération telle que mesurée dans

le référentiel S est
V2 3/2
!
a=a (1 — 2)
c

Indice : utilisez la formule de transformation des vitesses, prenez-en la différentielle et divisez par la diffé-
rentielle d¢ pour calculer 'accélération, comme ce qui a été fait pour obtenir la transformation des vitesses.

Probléeme 11.9

Un voyageur quitte la Terre (le référentiel S) & ¢t = 0, & bord d’un vaisseau spatial accéléré uniformément par
rapport & son propre référentiel instantané. Autrement dit, & un temps ¢, on peut considérer un référentiel
inertiel S” dont la vitesse par rapport & S (appelons-la v(t)) est celle du vaisseau. Par rapport & ce référentiel
S’, le vaisseau a une vitesse nulle & ce moment-1a et une accélération g. L’instant d’apres, il faut considérer
un référentiel S’ dont la vitesse est v(¢ + dt) par rapport & S; dans ce nouveau référentiel, Iaccélération du
vaisseau est encore g, etc.

a) Montrez que la vitesse v du vaisseau par rapport a S, en fonction du temps, est

= —2L

1+ (gt/c)?

(t est le temps tel qu’il s’écoule sur Terre). Indice : utilisez le résultat du probleme 11.8, en reliant la
différentielle dt¢ a la différentielle de vitesse dv. Utilisez les bonnes conditions initiales.

b) Recommencez la partie (a), cette fois en utilisant comme parametre non pas le temps ¢ tel qu’il s’écoule
dans S, mais le temps 7 tel qu’il s’écoule dans le vaisseau (le temps propre). Montrez que

v(7) = ctanh (%)

¢) Montrez que la distance parcourue en fonction du temps propre écoulé est

2
x(r) = ? (cosh(gr/c) — 1)

d) Supposons que, dans le but de parcourir une distance D au total, en un temps propre total T, le vaisseau

change le signe de son accélération a mi-course pour arriver & destination avec une vitesse nulle (par rapport
a S). Reliez D a T et trouvez la valeur numérique de T associé & un voyage vers (1) alpha du Centaure [4,3
a.l] et (2) la galaxie d’Andromede [2,6 millions d’a.l.].

Probleme 11.10

La navette spatiale est en orbite circulaire de rayon r = Rg + h (Rg est le rayon de la Terre et h laltitude
de Torbite). L’altitude de lorbite est petite en comparaison de Re (quelques pourcents).

a) En fonction de r, Mg, G et ¢, exprimez le retard relatif d’une horloge extrémement précise portée par la

navette sur une horloge identique restée sur Terre. Négligez la rotation de la Terre sur elle-méme. Faites les
approximations mathématiques nécessaires, compte tenu que la vitesse de la navette est petite en comparaison
de ¢ (e.g. développement du binome). Note : le retard relatif est défini comme le changement de période divisé
par la période (AT/T).

b) L’effet Doppler gravitationnel fait qu'un photon qui s’éleve voit sa fréquence diminuer. Le changement

relatif de fréquence est Af/f = gh/c?. Cet effet va dans le sens inverse de celui calculé en (b); Selon vous,
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est-il plus important, moins important ou d’égale importance? Autrement dit, laquelle des deux horloges aura
effectivement pris du retard quand on les raménera cote a cOte pour comparaison? Justifiez votre opinion
quantitativement (vous pouvez négliger la variation de g entre le sol et altitude de la navette).

Probleme 11.11

Un particule de masse m et de vitesse u entre en collision avec une autre particule de masse m, mais au repos.
Quelle est la vitesse V' du référentiel du centre d’impulsion, en fonction de u?

Probléeme 11.12

a) Démontrez qu’il est impossible & un électron libre d’émettre un photon, i.e., démontrez que 1’énergie et
I'impulsion ne peuvent étre simultanément conservées lors de ce processus. Pour faciliter les choses, placez-
vous dans le référentiel de I’électron avant 1’émission du photon.

b) Pourquoi alors un électron dans un atome peut-il émettre un photon?

Probléme 11.13

a) Montrez que lorsqu’une particule posséde une énergie E beaucoup plus grande que son énergie de repos

me?, sa vitesse v et sa rapidité 7 sont approximativement données par

9\ 2
mc 2F
7}/CN1%<E) 77%hl<m02>

b) Calculez la vitesse et la rapidité des particules suivantes : (i) un électron de 50 GeV et (ii) un proton de 1
TeV (ces énergies sont typiques des accélérateurs de particules des années 1990).

Probléeme 11.14

Un photon d’énergie Ej entre en collision élastique avec une particule de masse m au repos. Apres la collision,
le photon est dévié a un angle 6 par rapport a sa direction initiale. Quelle est ’énergie E© du photon apres la
collision? Quelle est la différence A — Ay entre la longueur d’onde du photon apres la collision et sa longueur
d’onde avant la collision. Cette différence a été mesurée pour la premiere fois par Compton en 1923.

Probleme 11.15

Un photon d’énergie € est incident sur un noyau atomique de masse m, au repos dans le référentiel S du
laboratoire.

a) Quelle est la vitesse V' par rapport & S du référentiel du centre d’impulsion de ce systéme?

b) Quelle est ’énergie interne de ce systeme? Quelle est ’énergie disponible pour porter le noyau & un état
de plus haute énergie, en supposant que le photon est complétement absorbé par le noyau?
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Probleme 11.16
Un pion de masse m,; = 139,57 MeV est stoppé dans la matiere et se désintegre en un muon de masse
my, = 105,66 MeV et un neutrino sans masse :

=t 4+,

a) En supposant que le pion est exactement au repos lors de sa désintégration, montrez que I’énergie cinétique
du muon produit est
2
My —my,
(Mg i) 2

My

1
K=3

b) Calculez la vitesse du muon, en unités de ¢ (une valeur numérique est requise).

Probleme 11.17

La particule my (pion neutre) peut se désintégrer en deux photons, qui partent dans des directions opposées
et se partagent toute I’énergie de la particule (y compris son énergie de masse mcg). Supposons que les deux
photons en question sont détectés le long de ’axe des x, I'un vers 'avant et 'autre vers l'arriere. Supposons
de plus que I’énergie du photon détecté vers I’avant est exactement deux fois plus grande que celle du photon
détecté vers arriere. Quelle était alors la vitesse v du pion qui s’est désintégré?



Annexe A

Le systeme international d'unités

La question des unités a été un peu mise de c6té dans ce qui précede. Nous relatons brievement ici
I’évolution du systéme international depuis son introduction.

Le systeme métrique a été mis au point par une commission créée par I’assemblée nationale francaise
en 1791, apres proposition de Talleyrand. Les mesures francaises étaient alors dans un état de
désordre incroyable : 'unité de longueur variait d’une région a l'autre, comme ’unité de poids. Le
systéeme métrique proposé par la commission rassemble les points suivants :

1. Le systeme fonctionne en base 10. Les sous-unités et super-unités sont des puissances de 10 des
unités fondamentales.

2. L’unité de longueur, le meétre, est défini comme la 10 000 000¢ partie de la longueur du méridien
allant du pole a ’équateur. L’unité de longueur est donc basée sur les dimensions de la Terre.

3. L’unité de temps est la seconde, définie comme la 86 400° partie du jour moyen. L’unité de
temps est donc basée sur le mouvement de la rotation de la Terre.

4. L’unité de masse, le kilogramme, défini initialement comme la masse d’un volume d’eau de
1072 m? (un litre) & une température donnée, fut plus tard fixée par la masse d’un étendard de
platine reposant au bureau international des poids et mesures, a Sevres.

Ces définitions étaient satisfaisantes a ’époque car elles étaient universelles, ¢’est-a-dire qu’elles ne
faisaient pas appel & des éléments régionaux ou nationaux particuliers.! Cependant, ces définitions
sont ambigiies quand on y regarde d’assez pres, car elles sont basées sur des idéalisations as-
tronomiques. En effet, la Terre n’est pas un corps rigide et ses dimensions varient quelque peu dans
le temps. D’autre part, la durée du jour moyen n’est pas constante; en fait, elle décroit 1égerement
avec le temps, en raison du frottement du aux marées.

La définition du meétre dut donc étre modifiée :

1. En 1889 on définit le metre par la distance entre deux marques situées sur un étendard de
platine conservé a Sevres, pres de Paris.

1 La France, & 'époque de la révolution, offrit au Royaume-Uni et aux Etats-Unis de participer a I’élaboration
du systeme métrique. Ces pays déclinerent 1’offre et refuserent longtemps d’adopter le systeme métrique, méme
a des fins scientifiques. Les autres pays adopterent rapidement le systéme métrique, en raison notamment de
I’occupation francaise de ’'Europe sous Napoléon. A ce jour, seuls les Etats-Unis résistent I’emploi courant du
systeme métrique, quoique ce dernier soit d’usage universel dans les sciences et la technologie. Incidemment,
le systeme anglo-saxon est maintenant défini en fonction du systeme métrique : le pouce est défini comme
2,54 cm.
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2. En 1960, on définit le metre comme 1 650 763,73 longueurs d’onde (dans le vide) de la lumiere
émise par atome de Krypton 86 lors de la transition entre les niveaux atomiques 2p'° et 5d°.
Cette définition a ’avantage de ne pas dépendre de données astronomiques changeantes et de
pouvoir étre utilisée dans tout laboratoire suffisamment équipé, ot que ce soit.

3. En 1983, on définit le metre comme la distance que parcourt la lumiere dans le vide en
1/299 792 458s. La raison de ce changement est que la précision dans la mesure de la vitesse
de la lumiere devint limitée par la précision de la définition du metre. Dorénavant, I'unité de
longueur est dérivée de 'unité de temps.

La seconde est dorénavant I'unité fondamentale, définie par I'intermédiaire de la fréquence d’une
transition hyperfine dans le Césium 133 se trouvant dans une cavité évacuée. La fréquence de cette
transition est, par définition, 9 192 631 770 Hz .

Les autres unités de base du systéme international (SI) ont trait a la charge électrique (ampere),
la température (kelvin), la quantité de matiere (mole) et la quantité de lumiere (candela), mais
n’ont pas un caractere aussi fondamental que les unités de temps et de masse. Quant aux autres
unités du SI, elles se dérivent directement des unités de base (newton, joule, watt, coulomb, etc.).



Annexe B

Constantes physiques et astronomiques

Quantité symbole valeur (SI)

Vitesse de la lumiere c 299 792 458 m/s
Constante de Cavendish G 6.67390(8)x 10~ m? /kg.s?
accélération gravitationnelle standard g 9,80665 m /s>

Constante de Coulomb k 8,987551788x 107 kg.m?/C?.s
Charge de I’électron e 1,602 177 3(5)x107* C
Masse de 1’électron m, 9,109 390(5)x 107! kg
Masse du proton m, 1,672 623x107%7 kg

Masse du Soleil M, 1,98843x10% kg

Rayon du Soleil R, 6,9599x10% m

Masse de la Terre M., 5,97223x10%* kg

Rayon de la Terre (équateur) R, 6,378164x10° m

Rayon de la Terre (pole) 6,356 105 m

Masse de la Lune 7,349 x10% kg

Rayon de l'orbite lunaire 3,844 x10% m

Pression atmosphérique standard 101 325 Pa (N/m?)




Annexe C

L'alphabet grec

Minuscule Majuscule nom

alpha
beta
gamma
delta
epsilon
dzeta
iota

eta
theta
kappa
lambda
mu

nu

ksi
omicron
pi

rho
sigma
tau
upsilon
phi

chi (ki)
psi
omega
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