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Il arrive souvent qu'on veuille expliquer lavariation d'une variable
dépendante par |'action de plusieur s variables explicatives.

Exemple: |'abondance de Bidonia exemplaris (y) est influencée par le
taux d'humidité (x,) et par le pourcentage de matiere organique dans le
sol (x,).

Lorsgu'on a des raisons de penser que larelation entre ces variables
est linéaire (faire des diagrammes de dispersion!), on peut étendre la
méthode de regression lineaire ssmple a plusieur s variables
explicatives, sil y adeux variables explicatives, le résultat peut étre
visualisé sous laforme d'un plan de régression dont I'équation est:

y=ax+ax +b

), -

XL

Le plan est gjusté selon le principe desmoindres carrés ou les
sommes des carres des erreurs d'estimation de la variable dépendante
(on adonc affaire a une régression de modele |) sont minimisées.
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Sil y aplus que deux variables explicatives (p. ex. p—1), on peut
étendre la méthode en gjoutant les variables et leurs parametres;

Y=gX +tayXo +..+ ajXj+.. + Ap-1Xp-1 +b

Cette éguation est celle d'un hyperplan a p—1 dimensions (qu'on ne
peut pas se representer concretement!). Les parametres a,, a,...a,
sont les "pentes* de I'hyperplan dans les dimensions considérées, et
sont appel és " coefficients de régression”.

Larégression multiple peut étre utilisée a plusieursfins:

» Trouver lameilleure équation linéaire de prévision (model€) et en
évauer laprécision et lasignification.

 Estimer la contribution relative de deux ou plusieurs variables
explicatives sur lavariation d'une variable a expliquer; déceler I'effet
complémentaire ou, au contraire, antagoniste entre diverses variables
explicatives.

 Estimer I'importance relative de plusieurs variables explicatives sur
une variable dépendante, en relation avec une théorie causal e sous-
jacente alarecherche (attention aux abus: une corrélation n‘implique
pas toujours une causalité; cette derniere doit étre postulée a priori).

Le calcul des coefficients de régression est detaillé par Scherrer (p.
693-699). Il se base sur un systeme de p—1 équations a p—1 inconnues
(au bas delap. 695) qui permet dans un premier temps d'obtenir les

"coefficients de régression centrés et réduits” (voir plus bas: c'est
comme s on calculait larégression sur les variables centrées-réduites).
Attention: dansla notation de Scherrer, la p-iemevariable est la
variable dépendante (y). Les valeurs des coefficients de régression
pour les variables brutes (non centrées-reduites) sont ensuite obtenues
par multiplication par le rapport des écarts-types de la variable
dépendante et de la variable explicative considérée (voir bas p. 698).
Finalement, on calcule lavaleur de l'ordonnée al'origine. Voir aussi un
résumé de |a techni gue en fin de ce document.



Bio-2042 Régression multiple - corrédation multiple et partielle 3

Exemple d'une équation de régression multiple a deux variables
explicatives x, et X,:

§ = 0.5543, +0.7211x, - 41.6133

S on remplace les symboles des variables par leur nom dans le
"monderéd", on a

Abond. Bidonia = 0.5543" Humid. + 0.7211 M.O. —41.6133

L es signes des parametres a, et a, sont tous deux positifs, ce qui
montre que Bidonia réagit positivement a une augmentation du taux
d'humidité et de la teneur en matiere organique.

Cette éguation peut servir a estimer |'abondance de B. exemplaris en
fonction des deux descripteurs "Humidité" et " Matiere organique"
(exprimes en % dans cet exemple).

Pour une humidité de 80% et un taux de matiere organique de 30%,
on estime I'abondance de B. exemplaris a

Abond. B.ex. = 0.5543" 80 + 0.7211" 30 — 41.6133 = 24.3637 ind.

Comme en régression linéaire simple, on mesure lavariance
expliquée par larégression al'aide du coefficient de déter mination
multiple R?:

~_a(y-y) _SCER
a(y-y) SCeT

Remarques:

- Scherrer (paragr. 18.3.3 p. 699) appelle le R? "coefficient de
corréation multiple". C'est faux. Le coefficient de corréation multiple
est défini comme laracine carrée du coefficient de détermination
multiple;

(et non comme dans Scherrer p. 699!!)
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- |'égquation du R? donnée par Scherrer dans le méme paragraphe est
fausse. C'est celle ci-dessus qui est labonne. Elle est conforme aux
définitions correctes de SCER et SCET données par Scherrer p. 635.

Le R? peut aussi se calculer a partir des coefficients de régression
centrés-réduits a; et des coefficients de corrélation entre lavariable
dépendante y et chacune des variables explicatives x. Voir plusloin.

Test de signification du modéle de régression multiple

La signification du modele de régression multiple peut étretestée par
une variable auxiliaire Fgy,. qui, sous H,, est distribuée comme un F de
Fisher a(p—1) et (N-p) degrés de liberté. Rappel ons que dans cette
notation (celle de Scherrer), p désigne le nombre de variables
explicatives plus une, c'est-a-dire le nombre de parametres de
I'équation: coefficients de régression plus |'ordonnée al'origine.

L es hypothéses du test sont:

Hy: lavariable y est linéairement indépendante des variables x
H,: lavariabley est linéairement liée a au moins une des variables x

L'expression la plus commode de la variable auxiliaire F est basee sur
le coefficient de détermination:

- R'(n- p)
RMc — (1 Rz)( )

En ce qui concerne les conditions d'application du test, [arégression
multiple est soumise aux mémes contraintes que laregression linéaire
smple:

- distribution normale de la variable dépendante
- équivariance
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- indépendance des résidus

- linéarité des relations entre la variable dépendante y et chacune
des variables explicatives x.

Laliaison entre lavariable a expliguer y et I'ensemble des variables
explicatives peut se mesurer par un coefficient de "corréation
multiple" défini comme laracine carrée du coefficient de
détermination R?. Par définition (puisgu'on prend laracine carrée d'un
nombre réel), la corréation multiple obtenue ne peut pas étre négative.
De cefait, la notion de corréation multiple a une interprétation
douteuse et doit étre manipul ée avec beaucoup de prudence: par
exemple, méme dans un cas ou une variable dépendante y serait
influencée négativement par toutes les variables explicatives x, ,, le
coefficient de corréation multiple serait positif.

Point important, les coefficients de régression obtenus par régression
multiple sont en fait des coefficients de r égression partielle, en ce
sens que chacun mesure I'effet de la variable explicative concernée sur
lavariable dépendante lor sque la ou les autres variables
explicatives sont tenues constantes.

Cette propriété est trés intéressante. En effet, si on désire connaitre
I'influence d'un groupe de facteurs sur une variable-cible
(=dépendante) donnée, en controlant I'effet d'un autre groupe (p. ex.
on veut évaluer |'effet de lateneur en matiére organique du sol sur
|'abondance de Bidonia exemplaris, en 6tant I'effet de I'humidité), on
peut calculer une régression intégrant toutes les variables explicatives,
et examiner les coefficients de régression du groupe de variables voulu,
en sachant que ces coefficients expliquent lavariance de lavariable
dépendante en contrdlant pour I'effet de I'autre groupe.

Cette démarche n'est pastriviale. En effet, les influences combinées
des diverses variables en jeu aboutissent quelquefois a des effets
apparents contraires a ceux qui sont en jeu.

Dans notre exemple, en régression ssimple, Bidonia al'air de réagir
négativement a |'augmentation de lateneur en matiere organique (voir
figure ci-dessous). Par contre, s I'on tient constant |'effet de I'humidité,
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le coefficient de régression partielle de la matiere organique est positif
(0.7211). Celatient a ce que dans I'échantillonnage, les prélevements
les plus humides sont aussi ceux ou le taux de matiere organique est le
plusfaible. Or, Bidonia réagit fortement (et positivement) al‘humidité.
Il réagit auss positivement a une augmentation de la matiere
organique, mais pas de fagon aussi forte que vis-a-vis de I'humidité,
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En haut & gauche: régression linéaire simple de B. exemplarissur I'humidité. En
bas a gauche: régression linéaire simple de B. exemplarissur le taux de matiére
organique (réaction apparemment négative). En haut a droite; relation entre
humidité et matiére organique. En bas adroite: régression partielle de B.
exemplaris sur lamatiére organique, en maintenant I'humidité constante (la
variable explicative est le résidu d'une régression de la matiére organique sur
I'hnumidité).
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On voit donc qu'il est indispensable, lorsgu'on dispose de plusieurs
variables explicatives, delesintégrer ensemble dans une analyse plutt
gue d'avoir recours a une serie de régressions simples. En plus de ce
qui précede, non seulement on peut alors mesurer leur effet combiné
sur la variable dépendante, mais on peut aussi tester globalement cet
effet (al'aide de la statistique F présentée plus hadit).

Régression sur variables centrées-réduites

Une pratique courante en régression consiste ainterpréter les
coefficients de régression centr és-r éduits, c'est-a-dire ceux qu'on
obtient en centrant-réduisant toutes les variables (y comprislavariable
dépendante). En exprimant toutes les variables en unités d'écart-type,
on rend les coefficients de régression insensibles a I'étendue de
variation des variables explicatives, leur permettant ains d'étre
Interprétés directement en termes de "poids’ relatif des variables
explicatives. Notez aussi que la plupart des logiciels courants
fournissent de toute maniere les " coefficients de régression centrés-
réduits’ (standardized regression coefficients) en plus des coefficients
calculés pour les variables brutes.

On peut remarquer auss que sl on fait le calcul al'aide de laméthode
montrée par Scherrer (p. 696 et suivantes), on obtient de toute maniere
d'abord les coefficients centrés-réduits (sans avoir a centrer-réduire les
variables pour fairele calcul!).

L e centrage-réduction n'affecte pas la corréation entre les variables, ni
les coefficients de détermination (R*) des régressions simples et
multiples.

L'exemple de Bidonia exposeé plus haut devient ainsi:

Abondance Bidonia,, = 1.6397" Hum., + 0.9524" M.O.,,

L'ordonnée al'origine vaut O puisque toutes les variables sont
centrees.
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Dans ce contexte, mentionnons que le coefficient de détermination
peut aussi sexprimer (équation 18-46 p.699 de Scherrer):

Lesa’; sont les coefficients de regr ion des variables centrees-
réduites. Donc, chaque elément a';r;,, représente la contribution dela
variable x. al'explication de lavariance dey. Dans notre exemple, la
contribution de I'humidité et celle de la matiere organique sélevent a

1.6397 " 0.8251=1.3529 et 0.9524 " —0.4498 = —0.4284
R* = 1.3529 — 0.4284 = 0.9245
Voir auss I'exemple 18.17 de Scherrer (p. 700).

Remarque: en régression linéaire ssmple (uniguement!), lorsgque les
deux variables sont centrées-reduites, le coefficient de régression a (=la
pente) est egal alacorréationr entre les deux variablesx et y.

R? ajusté

Une des propriétés de la régression multiple est que |'ajout de chague
variable explicative au modele permet d"'expliquer” plus de variation,
et celaméme s lanouvelle variable explicative est completement
aléatoire. Celavient du fait que sl I'on compare deux variables
aléatoires, les fluctuations aléatoires de chacune d'entre elles
produisent de tres legeres corrélations: y et chacune des x; ne sont pas
strictement indépendantes (orthogonales) méme sil n'y aaucune
relation entre elles. Par conséquent, le R? calculé comme ci-dessus
comprend une composante déeterministe, et une composante al éatoire
d'autant plus élevée que le nombre de variables explicatives est eleve
dans |le modele de régression.
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Pour contrer cet effet, et donc éviter de surestimer le R?, plusieurs
auteurs ont proposé un R? ajusté, qui tient compte du nombre de
variables explicatives du modele de régression. Laformule laplus
couramment utilisée est la suivante;

ou n = nombre d'observations et m = nombre de variables explicatives
Voir p.ex. Zar (1999) p. 423.

Partitionnement dela variation (Legendre & Legendre (1998) p. 531)

Dans la grande majorité des cas, les variables explicatives intégrées a
une régression multiple ne sont pas linéairement indépendantes entre
elles (orthogonales). Le R? total de larégression multiple n'est donc
pas la somme des r? d'une série de régressions simples impliquant tour
atour toutes les variables explicatives, mais une valeur inférieure a
cette somme:
| | |
[a] : [b] :
|

| [c]
I
| Var.expl. par X;

[d]

| Var.expl. par Xo | Var.non expl.

Dans cet exemple, labarre grasse représente toute la variation de la
variable dépendante. Comme les variables x; et x, ne sont pas
linéairement indépendantes, une partie de leur pouvoir explicatif va
expliquer laméme part de variation dey. Cette fraction commune est
appelée fraction [b]. L'explication unique de lavariable x, est la
fraction [a], et I'explication unique de la variable x, est lafraction [c].
Lafraction [d] constitue |a partie non expliquée, soit lerésidu dela
régression multiple.
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On peut obtenir les valeurs de chacune de ces fractions de lamaniére
suivante:

(1) Régression linéaire smple dey sur x,: ler? vaut [a]+[b].
(2) Régression linéaire smple dey sur x,: ler? vaut [b]+[c].

(3) Régression linéaire multiple dey sur x, et x,: le R? vaut
[a]+[b]+[c].

Etape intermédiaire: il faut maintenant ajuster lesr?et R? ci-
dessus al'aide de la formule du R? ajusté (p. 9). Ensuite:

(4) Lavaleur de[a]; peut donc étre obtenue en soustrayant le résultat
de I'opération (2),; de celui de (3),.

(5) Lavaleur de[c], peut donc étre obtenue en soustrayant le résultat
de (1), de celui de (3),.

(6) Lavaleur de[b],; sobtient de diverses manieres, p. ex. ([a]+[b]),
—[al 4, ou ([b]+[c]), — [cl-
(7) Lafraction [d]; (variation non expliquée) sobtient en faisant 1—

([a] +[b]+[c])y:.

Remargue: on ne peut pas gjuster de modéle de régression sur la
fraction [b], dont |a valeur ne peut étre obtenue que par soustraction.
Elle peut méme étre négative Sil y a antagonisme entre les effets de
certaines variables explicatives (C'est |e cas dans notre exemple de
Bidonia montré plus haut). C'est pourquoi on parleici de variation et
non de variance au sens strict.

Voir auss laboite 4.1 de la future nouvelle édition du manuel de
Legendre et Legendre, fournie en pdf sur la page web du cours.

Autre remarque: pour permettre la comparaison de variables
explicatives qui ne sont pas toutes mesur ées dans les mémes
unités, ou qui ont desintervalles de variation tres différents, on a
souvent recours au centrage-r éduction des variables explicatives.
Dans ce cas-l3, il n'est pas nécessaire de centrer-réduire lavariable
dépendante.
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L e probleme de la multicolinéarité

Lorsque plusieurs, voire toutes les variables explicatives sont fortement
correlées entre elles (r = 0.8 et plus), les estimations des coefficients de
régression deviennent instables (fluctuent beaucoup d'un échantillon a
|'autre). Leur interprétation devient donc dangereuse. |l y aplusieurs
solutions possibles:

- créer une nouvelle variable synthétique (combinant les variables
interreliées) et I'utiliser ala place des autres;

- choisir une seule des variables tres interreiées et Sen servir comme
indicatrice des autres;

- utiliser d'autres méthodes (régression a partir des composantes
principal es, régression pseudo-orthogonale);

Remarque: s le seul but de larégression multiple est la prédiction
(maximisation du R?), la multicolinéarité ne dérange pas.

Lacorrélation partielle

Au contraire du coefficient de "corrdation multiple" évoqué plus haut,
on peut définir un coefficient de corréation partielle qui ale méme
sens gque le coefficient de corrélation r de Pearson ordinaire.

Un coefficient de corrdation partielle mesure la liaison entre deux
variables lorsgue I'influence d'une troisieme (ou de plusieurs autres)
est gardée constante sur les deux variables comparées. On rappellera
cependant gqu'une corrélation ne mesure gque la liaison entre deux
variables, sans se préoccuper de model es fonctionnels ou de capacité
de prédiction ou de prévision.

Le calcul d'une corrélation partielle fait intervenir les corrélations
ordinaires entre les paires de variables considérées. L'exemple ci-
dessous vaut dans le cas ou on adeux variables explicatives x, et X,
(équ. 18-50 de Scherrer, p. 704). Laformule décrit le calcul de la
corrélation partielle dey et x; en tenant x, constant:
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Ce coefficient se teste al'aide d'un F obéssant sous H, auneloi de
Fisher-Snedecor a 1 et n-p degrés de liberté (rappel: p deS| gneici tous
les parametres de |'équation de régression multiple: coefficients de
regression plus ordonnée al'origine). La construction du test et les
regles de décision figurent aux pages 705 et 706 de Scherrer.

Le carré du coefficient de corréation partielle ryX x x,.. mesure la

proportion de la variation de y expliquée par x, par rapport ala
variation non expliquée par x,, X,, etc. Cela correspond donc au
rapport des fractions de variation [a]/([a]+[d]) dans |e cadre du
partitionnement expliqué plus haut. Les composantes de variation [b]
et [c], liéesal'autre ou aux autres variables explicatives, sont donc
absentes du calcul.

L'exemple de Bidonia et de sarelation avec I'humidité et lateneur en
matiére organique du sol est assez parlant:

Correlation Matrix Partial Correlation Matrix

B. exemplaris Humidité M.O. B. exemplaris Humidité M.O.
B. exemplaris 1.000 .825| -.450 B. exemplaris 1.000 951 .874
Humidité 1.000| -.855 Humidité 1.000| -.959
M.O. 1.000 M.O. 1.000

Un chercheur qui se contenterait d'une matrice de corrélations simples
(agauche) penserait que larelation entre Bidonia et |a teneur en M.O.
est negative. Par contre, Sil prenait la précaution de calculer une
matrice de corréations partielles, il verrait que cetteillusion est due a
I'effet masquant de I'humidité dans |'échantillon. La corréation
partielle forte et positive entre Bidonia et laM.O. mesure larelation
entre Bidonia et |a partie de la variation de |la matiere organique qui
n'est pas expliquée par I'numidité.
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Régression pas a pas

On rencontre parfois des situations dans lesquelles on dispose de trop
de variables explicatives, soit parce que le plan de recherche était trop
vague au départ (on a mesuré beaucoup de variables "au cas ou elles
auraient un effet"), soit parce que le nombre d'observations (et donc de
degrés de liberté) est trop faible par rapport au nombre de variables
explicatives intéressantes.

Une technique est parfois employée pour "faire le ménage” et
selectionner un nombre reduit de variables qui explique pourtant une
quantite raisonnable de variation. Cette régression, dite "pas a pas’
(Stepwise regression en anglais) est expliquée par Scherrer (paragr.
18.3.6, p. 708). Il en existe plusieurs variantes.

1. M éthode rétr ogr ade (backward selection)

Cette méthode consiste a construire un model e de régression compl et
(intégrant toutes les variables explicatives), et a en retirer une par une
les variables dont le F partiel est non significatif (en commencant par
celle qui explique le moins de variation). Inconvénient: une fois qu'une
variable a été retirée, elle ne peut plus étre réntroduite dans le modele,
méme s, alasuite du retrait d'autres variables, elle redevenait
significative. Cette approche est néanmoins assez libérale (elle a
tendance a garder un nombre plus éleveé de variables dans le modéle
final gque les autres approches ci-dessous).

2. Méthode progressive (forward selection)

Approche inverse de la précédente: elle sélectionne d'abord lavariable
explicative la plus corré ée ala variable dépendante. Ensuite, elle
selectionne, parmi celles qui restent, la variable explicative dont la
corrélation partielle est la plus élevee (en gardant constantes laou les
variables dgaretenues). Et ainsi de suite tant qu'il reste des variables
candidates dont le coefficient de corréation partiel est significatif.
Inconvénient: lorsgqu'une variable est entrée dans le modele, aucune
procédure ne controle si sa corrélation partielle reste significative apres
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|'gjout d'une ou de plusieurs autres variables. Cette technique est en
général plus conservatrice que la précédente, ayant tendance a
sélectionner un model e plus restreint (moins de variables explicatives)
gue la sélection rétrograde.

3. Sélection pas a pas proprement dite (stepwise regression)

Cette procédure, la plus compléete, consiste afaire entrer les variables
I'une apres |'autre dans le modele (selon leur corrélation partielle) par
sélection progressive e, a chague étape, a vérifier s les corréations
partielles de I'ensembl e des variables dga introduites sont encore
significatives (une variable qui ne le serait plus serait rejetée). Cette
approche tente donc de neutraliser les inconvénients des deux
precedentes en les appliquant aternativement au modéele en
construction.

Quelle gue soit sa variante, larégression pas a pas présente des
dangers:

1. Lorsgu'on afait entrer une variable donnée dans le modele, elle
conditionne la nature de la variation qui reste a expliquer. De ce
fait, rien ne garantit qu'on achoisi au bout du compte la
combinaison de variables qui explique le plus de variation.

2. Le model e devient hautement instable en présence de (multi)
colinéarité entre les variables explicatives, ce qui veut dire que les
parametres estimeés par la méthode (les coefficients a, donc les
poids attribués aux variables retenues), et méme laliste des
variables retenues elle-méme, peuvent varier fortement sl on
change (méme trés peu) les données.

3. Il semble que quelle que soit la variante de sélection pas-a-pas
utilisée, cette méthode est un peu trop libérale, c'est-a-dire gu'elle
lai sse souvent au moins une variable non significative dansle
modele,

L'utilisation la plus recommandée de la régression pas a pas se fait
dans le cadre de larégression polynomiale.
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Annexe: calcul des parametresd'une régression multiple
Principe

On peut calculer les coefficients de régression et I'ordonnée al'origine
d'une régression multiple en connai ssant:

* |es coefficients de corrélation linéaire ssimple de toutes les paires de
variables entre elles (y compris lavariable dépendante): r,, I13...11,, I3
..elC.;

* les ecarts-types de toutes les variables: s, s,, S;...S,;
* |les moyennes de toutes les variables.

Remarque: dans cette notation (celle de Scherrer), lap-ieéme variable
est la variable dépendante.

Etapes de calcul (principe):

1. On calcule d'abord les coefficients de r égression centr és-r éduits
a,', a,, ... &, enrésolvant un systeme de p-1 équations normales ap
— 1 inconnues (p—1 = nombre de variables explicatives).

2. On trouve les coefficients de régression pour les variables originales
a,, &, ... &, ,; en multipliant chague coefficient centré-réduit par I'écart-
type de la variable dépendante, et en divisant le résultat par |'écart-type
de lavariable explicative considérée.

3. On trouve I'ordonnée al'origine en posant la moyenne de la variable
dépendante, et en lui soustrayant chaque coefficient obtenu au point 2,
multiplié par la moyenne de la variable explicative correspondante.
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For mules:

Cette technique est exposee par Scherrer (1984), p. 697 et suivantes,
avec un exemple numérique.

L es formules ci-dessous sont données pour 3 variables explicatives.

1. Equations normales:

l1p =& T8 T138

fop =218 T tI3a3

3p = 318 T 1328 + 33

Ce systeme se résoud par substitutions successives.
le étape:

& =hp- Nodr - 383
est placeé dans les équations 2 et 3. On isole ensuite
a, 0U & dans |'une des equations. Deslors, on peut

trouver |I' une des valeurs, et, en remontant lafiliére,
on trouve les deux autres.

2. Coefficients pour variables brutes :

Y ¥ Y

alzall._ azzalz— aszalz—
Sx1 Sx2 3

3. Ordonnée al'origine :
b=y- 1% - X - agX3
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Remarque: il existe une méthode différente pour calculer les
coefficients de régression multiple, basée sur le calcul matriciel. C'est
celle qui est utilisée dans les programmes d'ordinateur. On trouvera
cette technique chez Legendre et Legendre (1998) pp. 79 et 517, et
dans Zar (1999) p. 413 et suivantes.

On peut aussi trouver la contribution de chacune des variables
explicatives al'explication de la variance de la variable dépendante (au
sens de Scherrer).

Par exemple, pour lavariable explicative X;:

Contribution =ayr,,

Attention: cette contribution n'est pas égale au R? partiel. Elle n'est pas
non plus égale alafraction [a] d'un partitionnement de variation si les
variables explicatives sont (méme tres peu!) corrélées entre elles!

L e coefficient de détermination multiple R? de I'équation (=
pourcentage de variance expliquée par I'ensemble des variables
explicatives) peut sobtenir en faisant la somme des termes ci-dessus:

Voir auss le document "r2partiel .pdf", qui met en lumiere, avec des
exemples, ladifférence entre r? partiel, fraction [a] d'un
partitionnement de variation et contribution d'une variable a
I'explication de la variance en régression multiple.



